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Opis parametryczny odcinka
Krzywe Béziera
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Czym réznia sie te dwa zdania?

Ide z domu do szkoty, przeszedtem 5km

Jestem w % drogi do szkoty
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Opis odcinka - dwa punkty A, B

Jak opisa¢ punkty znajdujace sie na odcinku?
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Opis odcinka - dwa punkty A, B
Jak opisa¢ punkty znajdujace sie na odcinku? Punkty na odcinku proste;j
leza réwniez na tej proste;.

Mozemy opisaé punkt jako poczatek + wektor réwnolegty do prostej:

P=A+t-v

=] (=) = E A
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Opis odcinka - dwa punkty A, B
Jak opisa¢ punkty znajdujace sie na odcinku? Punkty na odcinku proste;j
leza réwniez na tej proste;.

Mozemy opisaé punkt jako poczatek + wektor réwnolegty do prostej:

P=A+t-v

Jak dtugi jest wektor? Jak dobraé wartos$¢ t aby trafi¢ w dany punkt?

=] (=) = E A
Krzysztof Lasocki Jak narysowa¢ krzywa z prostych? 27 kwietnia 2026 4/1



Opis odcinka - dwa punkty A, B. Punkt P na odcinku to:
odcinkiem.

P=A+t-v

Ustalamy v = AB, to znaczy, wektor v zaczepiony w A pokrywa sie z
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Opis odcinka - dwa punkty A, B. Punkt P na odcinku to:

P=A+t-v

Ustalamy v = AB, to znaczy, wektor v zaczepiony w A pokrywa sie z
odcinkiem.

P=A+v=8B

A

UstaliliSmy jednostki! Odcinek ma zawsze dtugos$¢ 1 [v ], wektor bedacy
jego czescig ma dtugosc t.

=] (=) = E A
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Opis odcinka - dwa punkty A, B. Punkt P na odcinku to:

P=A+t-v
Ustalamy v = AB, to znaczy, wektor v zaczepiony w A pokrywa sie z

odcinkiem.
P=A+v=B8B

A

UstaliliSmy jednostki! Odcinek ma zawsze dtugos$¢ 1 [v ], wektor bedacy
jego czescig ma dtugosc t.
Srodek odcinka:

P=A+05-v

=] (=) = E A
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Woprowadzamy parametr t € (0, 1) na podstawie ktérego bedziemy liczy¢
wartosci wspétrzednych punktéw (x, y).
Innymi stowy, wprowadzamy funkcje:

x(t) :(0,1) - R
y(t) :(0,1) - R
A nasz wektor to bedzie

v(t) = [x(1), (1]
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Woprowadzamy parametr t € (0, 1) na podstawie ktérego bedziemy liczy¢
wartosci wspétrzednych punktéw (x, y).
Innymi stowy, wprowadzamy funkcje:

A nasz wektor to bedzie

v(t) = [x(1), (1]

Krzysztof Lasocki

Przyktad: Odcinek od x=1 do x = 3 na prostej y = x/2 + 1

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Przyktad: Odcinek od x =1 do x = 3 na prostej y = x/2 + 1
Ustalamy x(t):
NOER!
x(1)=3

x(t)=at+b

/* (x(t) ma by¢ liniowe) */
x()=14+(3-1)-t=1+2t

Teraz mozemy znalez¢ y(t):

[x(1), ()]
[x(0), ¥(0)]

Krzysztof Lasocki
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Przyktad: Odcinek od x =1 do x = 3 na prostej y = x/2 + 1
Ustalamy x(t):
NOER!
x(1)=3

x(t)=at+b

/* (x(t) ma by¢ liniowe) */
x()=14+(3-1)-t=1+2t

Teraz mozemy znalez¢ y(t):

[x(1), ()]

[x(0), ¥(0)]
vity=(1+2t)/2+1=3/2+t

Krzysztof Lasocki

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Przyktad: Odcinek od x =1 do x = 3 na prostej y = x/2 + 1
Otrzymujemy opis odcinka w formie parametrycznej:

{x(t) = 1, == 2

y(t)=3/2+t

Krzysztof Lasocki

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Przyktad: Odcinek od x =1 do x = 3 na prostej y = x/2 + 1
Otrzymujemy opis odcinka w formie parametrycznej:

{x(t) = 1, == 2
Co daje nam taki opis?

y(t)=3/2+t
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Przyktad: Odcinek od x =1 do x = 3 na prostej y = x/2 + 1
Otrzymujemy opis odcinka w formie parametrycznej:

x(t) =142t
y(t)=3/2+t
Co daje nam taki opis?

* RoztaczyliSmy zaleznoéé x(y), teraz obie zmienne zaleza od t

* Mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne punktéw na odcinku jako wektor

v(t) = [x(1), (2]

* Mozemy opisa¢ odcinek pionowy (na prostej x = C )

[m] = = =
Krzysztof Lasocki Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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nastepujacy sposéb:

Odcinek miedzy punktami A oraz B mozna opisa¢ parametrem t w
P(t)=A+t-v dla

(2)

Krzysztof Lasocki

te (0,1)
Pod réwnaniem (??) kryje sie uktad réwnan opisujacy kazda wspétrzedna.
Odcinek tworza wszystkie punkty opisane przez to réwnanie.

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Istnieje tylko jeden odcinek miedzy dwoma punktamil.

Krzysztof Lasocki

Lw normalnych warunkach, tzn. w geometrii ptaszczyzny:

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Istnieje tylko jeden odcinek miedzy dwoma punktamil.
Ale jest duzo wiecej sposobdéw na ich potaczenie krzywa.
Jak je opisac?

Krzysztof Lasocki

Lw normalnych warunkach, tzn. w geometrii ptaszczyzny:

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Krzywe Béziera

Istnieje tylko jeden odcinek miedzy dwoma punktamil.
Ale jest duzo wiecej sposobéw na ich potaczenie krzywa.

Jak je opisa¢?

Chcemy wymodelowa¢ krzywga, ktéra taczy dwa punkty, a jej ksztatt jest
sterowany przez jeden lub wiecej punktéw poza nig (punkty kontrolne).
Méwimy, ze krzywa opisana n punktami to krzywa n — 1 stopnia.

Ustawiajac potozenia punktéw kontrolnych wptywamy na ksztatt krzywej

(Nie jest to jedyny sposéb na opis krzywej)

'w normalnych warunkach, tzn. w geometrii ptaszczyzny
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W latach 60. XX wieku problemem rysowania krzywych za pomoca
komputeréw zajmowato sie niezaleznie dwoch inzynieréw: Pierre Bézier
oraz Paul de Casteljau. Bézier pracowat dla Renault, de Casteljau dla
Citroéna.

[} [ =
Krzysztof Lasocki

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Krzywe Béziera

W latach 60. XX wieku problemem rysowania krzywych za pomoca
komputeréw zajmowato sie niezaleznie dwoch inzynieréw: Pierre Bézier

oraz Paul de Casteljau. Bézier pracowat dla Renault, de Casteljau dla
Citroéna.

Obaj matematycy wynalezli sposéb opisu i konstrukcji krzywych szeroko
stosowany w komputerowych zastosowaniach matematyki, takich jak
projektowanie CAD oraz grafika komputerowa.
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Krzywe Béziera

W latach 60. XX wieku problemem rysowania krzywych za pomoca
komputeréw zajmowato sie niezaleznie dwoch inzynieréw: Pierre Bézier

oraz Paul de Casteljau. Bézier pracowat dla Renault, de Casteljau dla
Citroéna.

Obaj matematycy wynalezli sposéb opisu i konstrukcji krzywych szeroko
stosowany w komputerowych zastosowaniach matematyki, takich jak
projektowanie CAD oraz grafika komputerowa.

Ich praca zaoowocowata opisem Krzywych Béziera oraz algorytmu de
Casteljau stuzgcemu ich kresleniu.
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Krzywe Béziera

Pierre Bézier Paul de Casteljau
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Wréémy do opisu parametrycznego odcinka:

P=A+t-v
Traktujac punkty jako wektory?, mozna podstawié v:

P=A+t- (B-A)=A+tB-tA=(1—-t)A+1tB ©))
Wyrazenie (??) mozna traktowa¢ jako $rednia wazong korncéw odcinka z
wagami (1 — t) oraz t.

Czy mozemy rozszerzy¢ to rozumowanie i “usredni¢” dwa odcinki?
Mozemy to zrobi¢ konstrukcyjnie!

Krzysztof Lasocki

2tzn. punkt (x,y) jest tozsamy z wektorem (x, y) zaczepionym-w (0;0)

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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kontrolny (punkt charakterystyczny, sterujacy ksztattem krzywej):
P>

Wybieramy trzy punkty: P;, P3 — konce krzywej, P> - jeden punkt

P3
Py
[ )

Krzysztof Lasocki
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przyktadzie k = 0.4.

Obliczamy Srednie wazone koncéw dla odcinkéw PP i PoPs. W

Ql = (1 — t)Pl —+ tP2

Qz = (1 — t)Pz —+ tP3
P>
@2
Q1
Py

P3

Krzysztof Lasocki

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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To samo rozumowanie stosujemy do nowego odcinka Q1 Q».

jest punktem na krzywej dla danej wartosci parametru k.
P>

Obliczamy $rednie wazone koncéw i otrzymujemy jeden punkt Ry, ktéry
Ri=(1-t)Q+tQ
@
(@] Ry
P1
Krzysztof Lasocki
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Punkty R(t) dla kolejnych t z krokiem 0.05:

Krzysztof Lasocki

Dlaczego z konstrukcji na prostych wychodzi krzywa?

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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@]

(@)
Ry
k)

Znajac wzory na @ oraz @, mozemy je podstawi¢ do wzoru na Ry ktéry
jest punktem na krzywej dla danej wartosci parametru k.

(1 = t)Pl + tP;

(1 = t)Pz + tP3

(I-1t)Q1 +tQ
Po podstawieniu dostajemy krzywa parametryczng kwadratowa (wzgledem

R(t)=(1—1t)[(1—t)P1+ tP2] + t[(1 — t)P> + tP5]

Mozna réwniez przeksztatci¢ wzér, grupujac punkty kontrolne3:
Krzysztof Lasocki

(4)

Rit)=(1—t)2 Pr+2t(1—t) Po+ £ P3

3jest to posta¢ wyrazona za pomoca wielomianéw Bernsteina

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?

(5)
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wyzszego rzedu, az zostaje jeden punkt:

Algorytm jest rekurencyjny. Mozna wyjs¢ od dowolnej liczby punktéw
kontrolnych P,. Kazda para kolejnych punktéw daje n — 1 punktéw

Qn=(1—t)Py+ tPni1

Rn = (1 - t)Qn A th—l—l

1 = (1— t)Y1+tY2

Krzysztof Lasocki
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Mozna to obliczy¢ wykorzystujac rekurencyjny algorytm
def rysuj_bezier(punkty, t)
N

ilosc punktéw
jesli N ==

rysuj_punkt (punkty [0])
koniec
posrednie

[]
dla i od O do N-1:

// tablica posrednie zawiera N-1 punktoéw
rysuj_bezier(posrednie, t)

posrednie[i] = (1-t) * punkty[i] + t * punkty[i+1]
poczatkowych.

Krzysztof Lasocki

Algorytm narysuje punkt na krzywej takiego stopnia, ile dostanie punktéw

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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algorytm de Casteljau.

Przedstawiony sposéb konstrukcyjnego rysowania krzywych Béziera to tzw.

Krzysztof Lasocki

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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algorytm de Casteljau.
Algorytm ma kilka zalet:

Przedstawiony sposéb konstrukcyjnego rysowania krzywych Béziera to tzw.
® Jest prosty w implementacji (wymaga tylko operacji liniowych —
mnozenia i dodawania)

» Wszystkie wartosci wypadaja w otoczce wypuktej punktéw

kontrolnych (algorytm nie jest czuty na btedy zaokraglen)
Krzysztof Lasocki
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punkty kontrolne

W grafice komputerowej w wiekszoSci zastosowan wystarcza krzywe

Béziera 3. stopnia. Opisuja je cztery punkty: poczatek, koniec oraz dwa

Krzysztof Lasocki

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Krzywe 3. stopnia s3 “wystarczajaco dobre”

» Krzywe 2 stopnia s3 tylko wypukte

Krzysztof Lasocki

tyle proste, aby szybko je policzy¢

* Krzywe wyzszych rzedéw moga by¢ przyblizone kilkoma krzywymi
* Krzywe 3 stopnia daja odpowiednia swobode, a jednoczesnie sa

nizszych rzedéw (nie doktadnie, ale wystarczajaco podobnie)

na
[} [ =
Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Skomplikowana krzywa opisana jako krzywa sklejana 3. stopnia Béziera:

Zaznaczone punkty koncowe i kontrolne - 2 dla kazdej krzywej.
Krzysztof Lasocki

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Krzywe Béziera

Opis skomplikowanego ksztattu

https:
//tex.stackexchange.com/questions/178892/can-i-visualize-the-bezier-control-points-of-a-letter-in-tex

Krzysztof Lasocki Jak narysowa¢ krzywa z prostych? 27 kwietnia 2026 25/1
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wymiaréw.

W ogélnosci krzywe Béziera moga opisywac krzywe w dowolnej ilosci

W grafice 3D rozwija sie je do ptatéw Béziera, ktére dziataja podobnie.

Krzysztof Lasocki
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Rysowanie ciagtych krzywych - przyblizenie tamana

def rysuj_krzywa(v, krok):
t =0

while t < 1:
poczatek = v(t)
t += krok
koniec = v(t)

rysuj_prosta(poczatek, koniec)

Krok algorytmu musi by¢ na tyle maty, aby nie byto wida¢ katéw i na tyle duzy
aby nie liczy¢ zbyt duzo.

Krzysztof Lasocki

[m] = = =
Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Rysowanie ciagtych krzywych - przyblizenie tamana

def rysuj_krzywa(v, krok):
t =0

while t < 1:

poczatek = v(t)
t += krok
koniec = v(t)

rysuj_prosta(poczatek, koniec)

Krok algorytmu musi by¢ na tyle maty, aby nie byto wida¢ katéw i na tyle duzy
aby nie liczy¢ zbyt duzo.

Jak zmieni¢ ten algorytm, aby nie liczy¢ kazdego punktu dwa razy?

Krzysztof Lasocki

[m] = = =
Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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Pytania :) ?

Krzysztof Lasocki

Jak narysowa¢ krzywa z prostych?
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» Warto zapoznac sie z wielomianami Bernsteina

» Aby sprawnie oblicza¢ krzywe Béziera, stosuje sie algorytm de
Casteljau

» Bardziej skomplikowane ksztatty opisuje sie sklejajac krzywe Béziera
do postaci funkgcji sklejanych Béziera (Bezier splines).

e https://pomax.github.io/bezierinfo - super ksigzka
internetowa o krzywych beziera

=] (=) = E A
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