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® Czy mozemy obracac?

Tak, ale tylko wokét Srodka uktadu wspdtrzednych.
® Czy mozemy odbija¢ symetrycznie
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® Czy mozemy obracac?

Tak, ale tylko wokét Srodka uktadu wspdtrzednych.
® Czy mozemy odbija¢ symetrycznie
wspotrzednych.

Tak, ale tylko wzdt6z prostych przechodzacych przez Srodek uktadu

Wojtek Matusiak

o
Przeksztatcenia afiniczne i wspétrzedne rzutoy

=

20. kwietnia 2026r.

DEE

2/18



® Czy mozemy obracac?
Tak, ale tylko wokét Srodka uktadu wspdtrzednych.
® Czy mozemy odbija¢ symetrycznie

Tak, ale tylko wzdt6z prostych przechodzacych przez Srodek uktadu
wspotrzednych.

Ogdlny problem: Srodek uktadu wspétrzednych musi zostaé w swoim
miejscu.

©(0) = ¢(0+0) = 29(0) = 0= (0)
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wsp6trzednych byt w punkcie p (a nie w 0).

Cel: chcemy wykona¢ przeksztatcenie liniowe, ale tak jakby $rodek uktady
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$rodka uktadu

wsp6trzednych byt w punkcie p (a nie w 0).

Cel: chcemy wykona¢ przeksztatcenie liniowe, ale tak jakby $rodek uktady
® Przesunmy punkt p do
wspotrzednych.

® \Wykonajmy przeksztatcenie
liniowe.

® Przesumy punkt p z
powrotem.
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Nasze przeksztatcenie (nie liniowe):
® przesuniecie o (—1,—1):

® obrét o 30°:

) i <cos 300

(x,y) = (x=1y—-1)
sin 30°

—sin 30°

cos 30° > ' (;) -5 (\{g V3

(" %) 6)-
:l(ﬁk—y
2
® przesuniecie o (1,1): (x,y) — (x+ 1,y +1)

x + \/§Y)
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Obraz punktu (—1,1):

L (va) = (X_ 17y_ 1)
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Obraz punktu (—1,1):
L (X7y) = (X_ 17.y_ 1)

dostajemy (—2,0).
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Obraz punktu (—1,1):
L (X7y) = (X_ 17.y_ 1)

dostajemy (—2,0).
® (xy)—3

2

(V3x — y,x +V/3y)
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dostajem
® (x,y)

x—1y—1)
dostajem

Obraz punktu (—1,1):

® (x,y)—(

y (=2,0).

3(V3x — y,x +/3y)
y (—V3,—-

1)
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Obraz punktu (—1,1):
L (X7y) = (X_ 17.y_ 1)

dostajemy (—2,0).
® (xy)—3

5(V3x — y, x +V3y)
dostajemy (—v/3, —1)
® (x,y)— (x+1,y+1)

Wojtek Matusiak

m]

(=)
Przeksztatcenia afiniczne i wspétrzedne rzutoy

A
20. kwietnia 2026r.

5/18



Obraz punktu (—1,1):
L (X7y) = (X_ 17.y_ 1)

dostajemy (—2,0).
® (xy)—3

2

(vV3x — y, x +V/3y)
dostajemy (—v/3, —1)
® (x,y) = (x+1y+1)
dostajemy (1 —+/3,0).
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Przeksztatcenie afiniczne:

® Przesuniecie 0.

® Przeksztatcenie liniowe ¢

® Przesuniecie oy (dowolne, niekoniecznie odwrotne do pierwszego).
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Przeksztatcenie afiniczne:
® Przesuniecie o7.
® Przeksztatcenie liniowe .

obrazu wektora v:

® Przesuniecie oy (dowolne, niekoniecznie odwrotne do pierwszego)
Jezeli przesuniecia sa odpowiednio o by i bs, to zapiszmy obliczanie

b

——
¢(v) = o(v + b1) + by = p(v) + (¢(b1) + bs)
Czyli w przeksztatceniu afinicznym wystarczy nam obraz tylko jedno,
koncowe przesuniecie.
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Przeksztatcenie afiniczne
mozna opisac jako

Przeksztatceniem afinicznym nazywamy funkcje ¢: R”
gdzie:

g0
_O'O(p

R™, ktéra
e p: R" — R™ jest przeksztatceniem liniowym.

#09=0-( 1))
zachodzi o(v) = v+b

» ox: R"” — R" — istnieje wektor b € R", taki ze dla wszystkich v
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Czy kazde przeksztafcenie liniowe jest afiniczne?
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Czy kazde przeksztafcenie liniowe jest afiniczne?

W drigg Strong e

Tak. Wystarczy po prostu jako przesuniecia o1, 09 wziaé przesuniecia o 0.
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macierza?

Czy kazde przeksztafcenie afiniczne jesteSmy w stanie zapisac
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Czy kazde przeksztafcenie afiniczne jesteSmy w stanie zapisac
macierza?

Nie. Tylko te liniowe; przypomnijmy wzér na mnozenie macierzy:

Zatem w przeksztatceniu opisanym macierza obraz 0 to 0 — nic dziwnego,
macierze opisuja przeksztatcenia liniowe.

[m] = = =
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Czy przeksztatcenia afiniczne zachowuja kombinacje liniowe?
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Czy przeksztatcenia afiniczne zachowuja kombinacje liniowe?

Nie. Przypomnijmy, co to znaczy zachowuja kombinacje liniowe:

p(au + bv) = ap(u) + byp(v)
©(0) = 0 (wystarczy podstawi¢ a=b =1,u=v =0).

No ale one nie zachowuja 0, a z powyzszej réwnosci da sie wyprowadzi¢, ze

W

v
9(0)= lot0) = 2 (/(o)

0 = ¢(o)
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Kombinacja afiniczna wektoréw
postaci:

Kombinacja afiniczng wektoréw vi, va, ..., vx nazywamy dowolna sume w

gdzie ap,...,ax € R.

aivy + agva + - -+ ap vy

£141 + CZjZ + .- F cz/{/::; /1
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Kombinacjal afiniczna wektoréw
postaci:

Kombinacja afiniczng wektoréw vi, va, ..., vx nazywamy dowolna sume w

gdzie ap,...,ax € R.

aivy + agva + - -+ ap vy

a,+a,+ - +a,="1

Claim: przeksztatcenia afiniczne zachowuja kombinacje afiniczne.
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Claim: przeksztatcenia afiniczne zachowuja kombinacje afiniczne.
Zapiszmy przeksztatcenie afiniczne ¢ jako ¢ = 0 o ¢ — ztozenie
przesuniecia o i przeksztatcenia liniowego .
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Claim: przeksztatcenia afiniczne zachowuja kombinacje afiniczne.
Zapiszmy przeksztatcenie afiniczne ¢ jako ¢ = o o ¢ — ztozenie
przesuniecia o i przeksztatcenia liniowego ¢.

p oczywiscie zachowuje kombinacje afiniczne, bo ono jest liniowe, a

kombinacja afiniczna jest kombinacja liniowa (tak jak kwadrat jest
prostokatem).

[m] = = =
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Kombinacje i przeksztatcenia afiniczne

Claim: przeksztatcenia afiniczne zachowuja kombinacje afiniczne.
Zapiszmy przeksztatcenie afiniczne ¢ jako ¢ = o o ¢ — ztozenie
przesuniecia o i przeksztatcenia liniowego ¢.

 oczywiscie zachowuje kombinacje afiniczne, bo ono jest liniowe, a
kombinacja afiniczna jest kombinacja liniowa (tak jak kwadrat jest
prostokatem).

Przesuniecia tez zachowuja kombinacje afiniczne:

o(aivi + agva + - + agvy)
= (a1vi+ ava + -+ akvi) +b
= (avi +agva+ -+ akvi) + (a1 + a2+ +ak)b
=a(vi+b)+ava+b)+- -+ ak(vk+ b)
= ajo(vy1) + azo(va) + - -+ + ako(vi)
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Pewnie przeksztatcenie ¢: R" — R™ zachowuje kombinacje afiniczne...czy
w takim razie jest ztozeniem przeksztatcenia liniowego z przesunieciem?
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Prackszttcenia i kombinace afinczne
o)< @ (V) +h
e,

5 wm 0
Pewnie przeksztatcenie ¢: R” — R™ zachowuje kombinacje afiniczne...czy
w takim razie jest ztozeniem przeksztatcenia liniowego z przesunieciem?
Oznaczmy b = ¢(0) oraz f(v)

¢(v) —b

Wojtek Matusiak

o
Przeksztatcenia afiniczne i wspétrzedne rzutoy

=

20. kwietnia 2026r

DEE

13/18



Pewnie przeksztatcenie ¢: R" — R™ zachowuje kombinacje afiniczne...czy
w takim razie jest ztozeniem przeksztatcenia liniowego z przesunieciem?
Oznaczmy b = ¢(0) oraz f(v) = ¢(v) — b

e o(v)="~f(v)+b
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Pewnie przeksztatcenie ¢: R" — R™ zachowuje kombinacje afiniczne...czy
w takim razie jest ztozeniem przeksztatcenia liniowego z przesunieciem?
Oznaczmy b = ¢(0) oraz f(v) = ¢(v) — b

e o(v)="~f(v)+b

# Do udowodnienia: f jest liniowe.
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SWA’E@W 0 ol xe e, we -
oV zav+ (1~al

0L 4 . ,
Porcurpyy U+ (1)< 1 bt W{/MJ/@ Mi'm%v
Czes¢ I: f zachowuje mnozenie przez skalar — f(av) = af(v)

Llav) = (P(&V)*b = (]5)2(@\/ +(- -0)0) -4
6

i |
= 200" (1-0)gg) -,
= a[ﬁ(v)fb)+(7_@b A
s afi)igh 14 -y, - =l y
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Czes¢ Il: f zachowuje dodawanie — f(v + u) = f(v) + f(u)
Plora) = Qlura) b= (4 -(20) + £ (24)) -
- % (b(‘?/‘/) + %95(&@) ~h
4 =2 (F@)9) +3 (Przaym) b
_2-78(2") "’z ﬁ(Zw) «ﬂ(v)-he(@ W

E 9Dace
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Cel:

e Odroéznia¢ wektory od punktow.

* Moc zapisac przesuwanie jako mnozenie macierzy.
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Cel:
e Odroéznia¢ wektory od punktow.

* Moc zapisac przesuwanie jako mnozenie macierzy.
Uzyjemy n + 1 wspétrzednych do n—wymiarowych:
Wektor:

(x1, X2, ..., Xn,0)

Punkt:

(XlaX27 <o Xny 1)
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Cel:
e Odroéznia¢ wektory od punktow.

* Moc zapisac przesuwanie jako mnozenie macierzy.
Uzyjemy n + 1 wspétrzednych do n—wymiarowych:
Wektor:

(x1, X2, ..., Xn,0)

Punkt:
(XlaX27 <oy Xny 1)
» wektor + wektor: ok!
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® punkt + punkt: err!
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Cel:
e Odroéznia¢ wektory od punktow.

* Moc zapisac przesuwanie jako mnozenie macierzy.
Uzyjemy n + 1 wspétrzednych do n—wymiarowych:
Wektor:

(x1, X2, ..., Xn,0)

Punkt:

» wektor + wektor: ok!

(XlaX27 <oy Xny 1)
* wektor + punkt: ok!
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* wektor + punkt: ok!
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Cel:
e Odroéznia¢ wektory od punktow.

* Moc zapisac przesuwanie jako mnozenie macierzy.
Uzyjemy n + 1 wspétrzednych do n—wymiarowych:
Wektor:

Punkt:
(x1, X2, ..., Xn,0)
» wektor + wektor: ok!

(X1, X2, ...y Xpn, 1)
» wektor + punkt: ok!

® mnozenie przez skalar: ok!

Wojtek Matusiak

* punkt + punkt: err!

» wektor + punkt: ok!

m]

® mnozenie przez skalar: err!
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Doktadajac dodatkowa wspétrzedng, mamy:
dziedzinie.

* O jedna kolumne wiecej, ktéra przypada na dodatkowa wspotrzedng w
zbiorze wartosci.

» O jeden wiersz wiecej, zeby wyprodukowa¢ dodatkowa wspotrzedna w
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Doktadajac dodatkowa wspétrzedng, mamy:
dziedzinie.

* O jedna kolumne wiecej, ktéra przypada na dodatkowa wspotrzedng w
zbiorze wartosci.

» O jeden wiersz wiecej, zeby wyprodukowa¢ dodatkowa wspotrzedna w
zera, na koncu jedynke:
fi1

W dodatkowej kolumnie dopisujemy przesuniecie, w dodatkowym rzedzie
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» Przeksztatcenie afiniczne — ztozenie przeksztatcenia liniowego z
przesunieciem:

d(v) =p(v)+b=Av+b

» Kombinacje afiniczne — kombinacje liniowe o sumie wspétczynnikéw
réwnej 1. —

B

» Przeksztatcenie jest afiniczne wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje

kombinacje afiniczne.
< Mﬁg\
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