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Przeksztatcenie liniowe — funkcja f: R” — R™ spetniajaca
» dla dowolnych wektoréw u, v € R":

p(u+v) = o(u) +¢(v)

» dla dowolnych wektora v € R" i liczby ¢ € R:

p(av) = ap(v)
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obrazy wektoréw bazowych:

Dlatego przeksztatcenia liniowe mozemy jednoznacznie opisaé podajac

¢ ((x,y,2)

¢ ((x,0,0) + (0,y,0) + (0,0, z))
=X ((19 0, 0)) +yp ((07 L, 0)) +zp ((Oa 0, 1))
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obrazy wektoréw bazowych:

¢ ((x,y,2)

¢ ((x,0,0) 4 (0,y,0) + (0,0, 2))
= Xp ((19 07 0)) + yp ((07 ]-7 0)) + zp ((Oa Oa 1))
Co sie zmieni, jezeli przeksztatcenie bedzie R"” — R™?
Wojtek Matusiak

Przeksztatcenia liniowe w praktyce

Dlatego przeksztatcenia liniowe mozemy jednoznacznie opisaé podajac
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obrazy wektoréw bazowych:

¢ ((x,y,2)

¢ ((x,0,0) +(0,y,0) + (0,0, 2))
= Xp ((19 0, O)) +yp ((07 1 O)) +zp ((Oa 0, 1))
Co sie zmieni, jezeli przeksztatcenie bedzie R"” — R™?
Defacto nic, tylko wiecej pisania (gtéwnie wielokropkéw).
Wojtek Matusiak

Przeksztatcenia liniowe w praktyce

Dlatego przeksztatcenia liniowe mozemy jednoznacznie opisaé podajac
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¥ ((17 070)) = (901 1,%21, 9031) >

Piszemy macierz trzech wektoréw zamiast ¢:

¢((0,1,0)) = (¢12,922,9¥32) ,
Y11 P12 P13

o((x,y,2)) = [ w21 w22 w23
Y31 P32

¢ ((0,0,1
(vaa Z) =
©33
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¢((1,0,0)) = (p11,921,931) ,

Piszemy macierz trzech wektoréw zamiast ¢:
¥ ((Xa Y, Z)) -

90((0:1:0)) = (90127902219032)7 90((07071

P11 P12 P13

Y21 P22 P23 (Xayaz)_
Y31 Y32 P33

Przeksztatcenie Liniowe vs Macierz

Xp11 +ypr2 +zp13

Xp21 + Yp22 + Zp23

Xp31+ yp32 + 2933

Dowolne przeksztatcenie liniowe R? — R? jestemy w stanie zapisaé jako
macierz Ms 3(R).
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¢ ((1,0,0)) = (p11,921,931) ,

Piszemy macierz trzech wektoréw zamiast ¢:

v ((x,y,2)) =

©((0,1,0)) = (p12, P22, 932),
Y11 P12 P13

Y21 P22
®31

¢ ((0,0,1
©$23 (X7 Y, Z) -
Y32 P33

Przeksztatcenie Liniowe vs Macierz

Xp11+yp12 +ze13
macierz M

X221 + Y22 + Zpa3
7.,

Xp31+ Yp32 + 2933
Dowolne przeksztatcenie liniowe R” — R™ jesteSmy w stanie zapisa¢ jako
(R) (?? wierszy, ?? kolumn).
Wojtek Matusiak
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¢ ((1,0,0)) = (p11,921,931) ,

Piszemy macierz trzech wektoréw zamiast ¢:
¥ ((Xa Y, Z)) -

©((0,1,0)) = (12, P22, 932),
Y11 P12 P13

Y21 P22
®31

23

¢ ((0,0,1
P32

(x,y,2) =
©33
Przeksztatcenie Liniowe vs Macierz

Xp11+ypi2 + 2013

Xp21 + Y22 + Zpa3

Xp31+ Yp32 + 2933
Dowolne przeksztatcenie liniowe R” — R™ jesteSmy w stanie zapisa¢ jako
macierz Mp, )R (m wierszy, n kolumn).
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P11 P12 P13 Vipilr + Vep12 + V313
w21 w22 w23 | (vi,va,v3) = | vipa1 + vapaa + V3023
P31 ¥32 ¥33 Vip31 + Vewsa + V3p33

A gdyby tak napisa¢ kilka wektoréw na raz...?

Wojtek Matusiak Przeksztatcenia liniowe w praktyce 30 marca 2026r. 5/22



P11 P12 P13 Vipilr + Vep12 + V313
w21 w22 w23 | (vi,va,v3) = | vipa1 + vapaa + V3023
P31 ¥32 ¥33 Vip31 + Vewsa + V3p33

A gdyby tak napisa¢ kilka wektoréw na raz...?

P11 P12 P13 Vi1l + Vo122 + V3p1s
w21 w22 w23 | (vi,va,v3), (U1, u2, u3) = | vipa1 + vapas + w323 |,
©31 P32 ©33 Vip31 + Ve@s32 + V333

Tam jest to samo, tylko z u zamiast v, ewidentnie trzeba skréci¢ zapis :(
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Y11 P12 P13 Vi1l + Vep12 + V313
w21 w22 w23 | ((vi,ve,v3), (U1, uz, u3)) = | via1 + vapaa + va3pas
P31 P32 ¥33 Vip31 + Vo3 + V333

Wepchnijmy wektory w macierz :3

P11 P12 P13 Vi U
Y21 P22 w23 ||V U2 ]| =
P31 P32 P33 V3 u3

Vip1il + Vepr2 + V313 U111 + U212 + U3p13
Vipa1 + Voo + V3pas Uil + Uawaa + Uspas
Vips1 + Vo3 + V333 U131 + U2w3a + Uspss
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MNOZENIE MECIERZY

vz . 4 .
b 2226 Mnozenie macierzy Jzat | f
3\ Wielki przetom Nowe horyzonty f!i
w obliczeniach algorytmiki




Mnozenie Macierzy

Niech A € My (R) oraz B € M, (R). lloczynem macierzy A- B
nazywamy macierz C € M, n(R) okreslong wzorem:

(C,'J') = (a,'lblj - ai2b2j G eecgF +aikbkj)

Wojtek Matusiak
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Mnozenie Macierzy

Niech A € My (R) oraz B € M, (R). lloczynem macierzy A- B
nazywamy macierz C € M, n(R) okreslong wzorem:

(C,'J') = (a;lblj - 3i2b2j G eecgF +aikbkj)

*» Mozna tez powiedzie tak: warto$¢ w i-tym wierszu j-tej kolumny

macierzy C to iloczyn skalarny i-tego wiersza A z j—t3 kolumna B.

Wojtek Matusiak
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Wzér na mnozenie macierzy

Mnozenie Macierzy

Niech A € My m(R) oraz B € M, «(R). lloczynem macierzy A - B
nazywamy macierz C € M, (IR) okreslong wzorem:

(cij) = (ainbyj + aiabaj + -+~ + +ajkby)

» Mozna tez powiedzie¢ tak: wartos¢ w i-tym wierszu j-tej kolumny
macierzy C to iloczyn skalarny i-tego wiersza A z j—tg kolumna B.

» Jak zapamieta¢ wymiary wynikowej macierzy? A przeksztatca z R w
Rk B z Rk w R", zatem wykonanie kolejno mnozenia wektora przez
B, potem przez A przeksztatca R™ — R".
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Ktéz nas ocali, jak zapamieta¢ ten straszny wzor...?

di1 412
a1 a2

(b11 b2 b3
ag1  ase b2+
asl  a4o

bo o b23)

Wojtek Matusiak
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Ktéz nas ocali, jak zapamieta¢ ten straszny wzor...?

arr 412 _
a1 a2 | (b11 b2 b13) e A
az1 a3z b1 b2 b3 S
ajl aa2 A |
as, |as, b=
Ay |34z
=] F = E E 9Dace
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Ktéz nas ocali, jak zapamieta¢ ten straszny wzor...?

arr 412 _
a1 a2 | (b11 b2 b13) e A
az1 a3z b1 b2 b3 S
ajl aa2 A |
as, |as, b=
Ay |34z

Zambknijcie oczy, wyobrazcie sobie ten obrazek przed sobj...

=] (=) = E A
Wojtek Matusiak Przeksztatcenia liniowe w praktyce 30 marca 2026r. 9/22
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Sktadanie funkgji

Niech f: Dy — Dy (f jest funkcja ze zbioru Dy w zbiér Do) i g: Dy — V.

Woéwczas ztozeniem funkcji g z f nazywamy funkcje h: D; — Ds dang
wzorem h(x) = g(f(x)) dla kazdego x € D;.
Bedziemy pisa¢, ze h=go f.

[m] = = =
Wojtek Matusiak Przeksztatcenia liniowe w praktyce
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Na przykfad: f(x) = x?, g(x) = x + 1
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h1 (X)

Na przykfad: f(x) = x2, g(x) = x + 1.
Wyznaczmy wzér h; = f o g:

f(g(x))
=f(x+1)
= (x+1)*
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h1 (X)

Na przyktad: f(x) = x?, g(x) = x + 1.
Wyznaczmy wzér h; = f o g: Wzér hy = g o f:
f(g(x)) ha(x)
=f(x+1)
= (x+1)?

g(f(x))
=g(x?)

=x?+1

Wojtek Matusiak
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h1 (X)

Na przyktad: f(x) = x?, g(x) = x + 1.
Wyznaczmy wzér h; = f o g: Wzér hy = g o f:
f(g(x)) ha(x)
=f(x+1)
= (x+1)?

g(f(x))
= g(x*)

=x?+1
Sktadanie funkcji nie jest przemienne.
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Na przykfad: f(x) = x2, g(x) = x + 1.

Wyznaczmy wzér h; = f o g: Wzér hy = g o f:

hi(x) = f(g(x))

ha(x) = g(f(x))
=f(x+1) = g(x*)
= (x+ 1) =x?+1

Sktadanie funkcji nie jest przemienne

Przy czym: zeby w ogéle mozna byto zamieni¢ kolejno$¢, przeciwdziedzina
i dziedzina obu funkcji musza by¢ takie same.

Wojtek Matusiak
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Niech f: R™ — R¥ i g: RK — R" beda przeksztatceniami liniowymi,
ktérych macierze to odpowiednio A i B.

Jaka jest macierz przeksztatcenia h = f o g? (Czyli ,ztozenia f z g —
h(v) =

= ¢(&(v))).

[m] = = =
Wojtek Matusiak
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Niech f: R™ — R¥ i g: RK — R" beda przeksztatceniami liniowymi,
ktérych macierze to odpowiednio A i B.

Jaka jest macierz przeksztatcenia h = f o g? (Czyli ,ztozenia f z g —
h(v) = ¢(g(v)))-

Przypomnienie jak doszli§my do wzoru na mnozenie macierzy: g(v) to
B-v.

=] ) E E DA
30 marca 2026r. 12/22
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Niech f: R™ — R¥ i g: RK — R" beda przeksztatceniami liniowymi,
ktérych macierze to odpowiednio A i B.

Jaka jest macierz przeksztatcenia h = f o g? (Czyli ,ztozenia f z g —
h(v) = (g(v))).

Przypomnienie jak doszli§my do wzoru na mnozenie macierzy: g(v) to
B - v. Podobnie: ¢p(g(v)) to A-(g(v))=A-(B-v).

=] ) E E DA
30 marca 2026r. 12/22
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Sktadanie przeksztatcen

Niech f: R™ — RK i g: RK — R” beda przeksztatceniami liniowymi,
ktérych macierze to odpowiednio A i B.

Jaka jest macierz przeksztatcenia h = f o g? (Czyli ,ztozenia f z g —
h(v) = ¢(g(v))).

Przypomnienie jak doszliémy do wzoru na mnozenie macierzy: g(v) to
B - v. Podobnie: ¢p(g(v)) to A-(g(v)) =A-(B-v). Zatem:

a1 ai2 - aik bii b2 -+ bim Vi
ag1 age - a b1 baa2 -+ bom Vo
anl an2 "' ank bk1 bk2 -+ bim Vim
a1 ai2 - aik vibi1 +wbia+ -+ Vvmbim
ag1 agg - ax viba1 + vabao + -+ vmbam
anl ap2 ‘' ank vibk1 + vobko + -+ Vb m

Wojtek Matusiak Przeksztatcenia liniowe w praktyce 30 marca 2026r. 12 /22



a1 ai2 - aik vibi1 +webia+ -+ vmbim
as1 a2 - axk viba1 + vabao + -+ Vmba

anl1 ap2 ' ank vibk1 + vabko + - + Vinbk m
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a1 ai2 - aik vibi1 +webia+ -+ vmbim
as1 a2 - axk viba1 + vabao + -+ Vmba

anl1 ap2 ' ank vibk1 + vabko + - + Vinbk m

Oznaczmy wynikowy wektor przez v'.

Wojtek Matusiak Przeksztatcenia liniowe w praktyce 30 marca 2026r. 13/22



a1 ai2 - aik vibi1 +webia+ -+ vmbim
as1 a2 - axk viba1 + vabao + -+ Vmba

an1 ap2 v ank Vibk1 + vabka + -+ + Vimbim
Oznaczmy wynikowy wektor przez v'. Przyjzyjmy sie jego i—tej
wspotrzednej:
vi =ai1 (vibi1 + vabio + - + Vimbi m)
+aj2 (vib21 + vobao + -+ + Vinba )
¥
+ajk (vibk1 + vabgo + -+ + Vmbik m)
=+ (ai1bi1 + aizb21 + - + aikbk1) i
+ (ai1bi2 + aizb2a + - + aikbk2) vo
+..
+ (ai1bim + aimb21 + -+ + aikbkm) Vm
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Vi =(aj1b11+ aizbo1 + - + aikbk1) i
(ai1bi2 + ajabaa + - - - + ajkbr2) vo

(ai1bim+ aimbam + -+ + aikbkm) Vi

Przy wspétrzednej v; wektora v w powyzszym réwnaniu w nawiasie jest
wyrazenie:
aj1bij+aj2bej+ ... a,'kbk_,-
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Vi =(aj1b11+ aizbo1 + - + aikbk1) i
(ai1bi2 + ajabaa + - - - + ajkbr2) vo

(ai1bim+ aimbam + -+ + aikbkm) Vi

Przy wspétrzednej v; wektora v w powyzszym réwnaniu w nawiasie jest

wyrazenie:
a;1b1j+a/2b2j+...a,'kbkj

Przypomnijmy sobie wzér na mnozenie macierzy. Warto$¢ w i—tym wierszu
j—tej kolumny macierzy A - B to:

(cij) = (ainbij+ aizbgj + - - + +aixbx))
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Vi =(aj1b11+ aizbo1 + - + aikbk1) i
(ai1bi2 + ajabaa + - - - + ajkbr2) vo

(ai1bim+ aimbam + -+ + aikbkm) Vi

Przy wspétrzednej v; wektora v w powyzszym réwnaniu w nawiasie jest
wyrazenie:
aj1bij+aj2bej+ ... a,'kbk_,-

Przypomnijmy sobie wzér na mnozenie macierzy. Warto$¢ w i—tym wierszu
j—tej kolumny macierzy A - B to:

(cij) = (ainbij+ aizbgj + - - + +aixbx))
Zatem gdy C = A - B to:
V;:Ci1V1+Ci2V2+"'+CimCm
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/
Vi = Ci1V1 + CGiaVa + -+ - + CimCm

W takim razie caty wektor v/ mozemy zapisaé jako:
vV=C-v=(A B)v

Innymi stowy: macierz przeksztatcenia f o g to A- B.

Wojtek Matusiak Przeksztatcenia liniowe w praktyce 30 marca 2026r.
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/
Vi = Ci1V1 + CGiaVa + -+ - + CimCm

W takim razie caty wektor v/ mozemy zapisaé jako:
vV=C-v=(A B)v
Innymi stowy: macierz przeksztatcenia f o g to A- B.

Mnozenie macierzy a sktadanie przeksztatcen

Jesli przkesztatcenia liniowe f, g maja macierze odpowiednio A, B to
przeksztatcenie h = f o g (czyli h(v) = p(g(v))) ma macierz? A x B.

Sktadanie przeksztatcen odpowiada mnozeniu macierzy!

?0 ile h jest w ogdle dobrze okreslone to znaczy obraz g lezy w dziedzinie f; innymi

stowy ,, jesli wymiary sie zgadzaja".

Wojtek Matusiak Przeksztatcenia liniowe w praktyce
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faczne, czyli:

Skoro mnozenie macierzy odpowiada sktadaniu przeksztatcen, to jest

(A-B)-C=A-(B-C)

To pozwala nam ograniczy¢ pisanie nawiaséw i pisa¢ po prostu:
A-B-C

Wojtek Matusiak
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faczne, czyli:

Skoro mnozenie macierzy odpowiada sktadaniu przeksztatcen, to jest

(A-B)-C=A-(B-C)

To pozwala nam ograniczy¢ pisanie nawiaséw i pisa¢ po prostu
A-B-C

Mnozenie macierzy nie jest natomiast przemienne.

Wojtek Matusiak
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Rozcigganie/Sciaganie wzdtuz osi

P (%, ¥)) = (- x, 8- ¥)

Macierz przeksztatcenia:

A (sx 0)
0 s,
X Na rysunku: sy, =2, s, = 1.5

Wojtek Matusiak
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y
Wzg

Macierz symetrii wzgledem osi OX
(zmienia znak y):
§dem oY ]
|

1 0
X
Wzg Qdem?)X

Macierz symetrii wzgledem osi OY
(zmienia znak x):

-1 0
Wojtek Matusiak
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Obrét przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara o kat «.
Wyprowadzenie:
\\
N\
(6] \
\
\
I \
r > X
\\ ell
\ !
\ /
AN

©((1,0)) = (cos a, sin o)
»((0,1)) = (—sina, cos @)

Macierz obrotu:

cosa —sinwo
R,=1".
sin «v
Wojtek Matusiak
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V4

© ((x,¥,2)) = (5xX; ¥, 522)

Macierz przeksztatcenia:

ssx 0 O
A=10 s, 0
0 O

Sz
Na rysunku: s, = 1,5, = 2,5, = 0.5
Wojtek Matusiak
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Wojtek Matusiak

Przeksztatcenie zmienia znak

wspétrzednej prostopadtej do
ptaszczyzny.

Symetria wzgledem ptaszczyzny XY
(z— —2):

1 0 0

Axy=(0 1 0

0 0 —1

[m] = = =

DEE
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Wspotrzedna z pozostaje bez zmian
Ptaszczyzny réwnolegte do XY
obracaja sie jak w 2D.
z (oS obrotu) IR BN ES

Macierz obrotu wokét osi OZ:
o(v) cosa —sina
| ‘ Rz = | sina cosa
‘ l
0 |
% o y

Dla obrotéw wokét OX lub OY jedynka w

macierzy przesuwa sie odpowiednio na
pozycje aii lub agzs.

Wojtek Matusiak
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