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Dawno, dawno temu...

Definicja (standardowy iloczyn skalarny)

Standardowym iloczynem skalarnym dwéch wektoréw nazywamy:

X0y =X1y1+ Xay2 + ... - Xp¥n.
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Dawno, dawno temu...

Definicja (standardowy iloczyn skalarny)

Standardowym iloczynem skalarnym dwéch wektoréw nazywamy:

X0y =X1y1+ Xay2 + ... - Xp¥n.

lloczyn skalarny a prostopadtos¢
Powiemy, ze wektor x i y sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

xoy =0.
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lloczyn skalarny

<, 9P

Definicja (iloczyn skalarny)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Powiemy, ze funkcja

() + YV — R jest iloczynem skalarnym, gdy dla dowolnych wektoréw
x,X,y,y € V oraz liczb a, b € R zachodzi:

Daniel Laskowski Co to jest iloczyn skalarny? 25 maja 2026




lloczyn skalarny

Definicja (iloczyn skalarny)

Niech V' bedzie przestrzenia liniowg. Powiemy, ze funkcja

(-,): V x V = R jest iloczynem skalarnym, gdy dla dowolnych wektoréw
x,X,y,y € V oraz liczb a, b € R zachodzi:

1° (ax + bx,y) = a(x,y) + b(x,y),
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lloczyn skalarny

Definicja (iloczyn skalarny)

Niech V' bedzie przestrzenia liniowg. Powiemy, ze funkcja

(-,): V x V = R jest iloczynem skalarnym, gdy dla dowolnych wektoréw
x,X,y,y € V oraz liczb a, b € R zachodzi:

1° (ax + bx,y) = a(x,y) + b(x,y),
2° (x,ay + by) = a(x,y) + b(x,y),
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lloczyn skalarny

Definicja (iloczyn skalarny)

Niech V' bedzie przestrzenia liniowg. Powiemy, ze funkcja

(-,): V x V = R jest iloczynem skalarnym, gdy dla dowolnych wektoréw
x,X,y,y € V oraz liczb a, b € R zachodzi:

1° (ax+ bx,y) = a(x,y) + b(x,y),
> (x,ay + by) =alx,y)+b(x,y),
3°< y) =¥, x),
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lloczyn skalarny

Definicja (iloczyn skalarny)

Niech V' bedzie przestrzenia liniowg. Powiemy, ze funkcja

(-,): V x V = R jest iloczynem skalarnym, gdy dla dowolnych wektoréw
x,X,y,y € V oraz liczb a, b € R zachodzi:

1° (ax+ bx,y) = a(x,y) + b(x,y),
x,ay + by) =a(x,y) + b(x,y),

°
°< y) =¥, X),
(X,

4° x) >0, gdy x #£ 0.

Daniel Laskowski Co to jest iloczyn skalarny? 25 maja 2026




lloczyn skalarny X1 Yot ¥aY

Definicja (iloczyn skalarny)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Powiemy, ze funkcja

(-, : V x V — R jest iloczynem skalarnym, gdy dla dowolnych wektoréw
x,X,y,y € V oraz liczb a, b € R zachodzi:

1° (ax + bx,y) = a(x,y) + b(x,y),
2° (x,ay + by) = a(x,y) + b(x,y),

(
(X, y) = {y,x),
(x,x) >0, gdy x # 0.

), (V1,¥2)) = X1y1 — X1y2 — Xoy1 + 2x2)»

UG, U0 =4- L -0 .20 -0
(10)
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lloczyn skalarny

Definicja (iloczyn skalarny)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Powiemy, ze funkcja
(-, : V x V — R jest iloczynem skalarnym, gdy dla dowolnych wektoréw
x,X,y,y € V oraz liczb a, b € R zachodzi:

1° (ax + bx,y) = a(x,y) + b(x,y),
,ay + by) =a(x,y) + b{x,y),

40

C X
3°< y) = ¥,X),
<

x,x) >0, gdy x # 0.

((x1,%2) , (Y1, ¥2)) = Xx1y1 — X1Y2 — X2y1 + 2X2¥2

Definicja (norma wektora)

Wyrazenie ||x|| = \/(x, x) nazywamy norma wektora x.
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Macierz iloczynu skalarnego

(x1,x2), (Y1, ¥2)) = x1y1 — X1Y2 — Xoy1 + 2x0)2

K
L
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Macierz iloczynu skalarnego A% =% 4

Me-o) (1) C

(x1,x2), (Y1, ¥2)) = x1y1 — X1Y2 — Xoy1 + 2x0)2

(%, %) (11 _21) 34)

e
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Macierz iloczynu skalarnego

<(Xla X2) : ()/1;)/2)> = X1Y1 — X1Y2 — Xoy1 + 2x2)»

(52

<(X17 X2) : (yln )/2)> = X1y1 — Xoy1 + 2X0)»
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Macierz iloczynu skalarnego

(x1,x2), (Y1, ¥2)) = x1y1 — X1Y2 — Xoy1 + 2x0)2

((x1,x2), (y1,¥2)) = x1y1 — Xoy1 + 2x2¥>
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Kryterium Sylvestera
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Przestrzen | baza prostopadfa

Definicja (przestrzen prostopadta)

Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Wtedy przestrzenia prostopadfa do V
nazwiemy przestrzen sktadajacy sie z wektoréw prostopadtych do
wektoréw przestrzeni V.

Podejscie praktyczne

W praktyce wystarczy sprawdzi¢ prostopadfos¢ do wektorow bazowych.

Definicja (baza prostopadta)

Baza prostopadta przestrzeni V nazywamy uktad wektoréw stanowiacy
baze przestrzeni V/, w ktorym kazde dwa wektory s3 do siebie prostopadfe.
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Jak znalez¢ baze prostopadty?

<}ZW@L>::XﬂffX5

v,=(<,0 o,/()

3—Qxh50

V:2x1 —xo+x3 —4x4 =0

oQY,, Xt M bx,~O
¥1%y=0 V= (1'5, - -—)
on,,H;- 9,
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Ortogonalizacja Grama-Schmidta

\/:. SFavt ((O‘ /(.,/((0)l (/(,-QLO’ 02 (1, 0,9 /{y
4(,=(0.44,0)

Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Oznaczmy baze przestrrzeni V' jako Yxl, X7, ...,xn)]Wtedy uktad

(Y1, Y2, -, ¥Yn), gdZiﬂiﬁa dlaie€ {2,3,...,n}:
yi = xj— ALy,

- {xi,n Xi, ¥2) (Xi, Yi—1)

» 2
<.V1, .V1> <.V2, Y2>

jest bazg prostopadta przestrzeni V.

< 42,60) (0,4 40)) 2 .
<(0,/(,4,0),(W ‘(0:”,0}:(/,1,0,0}.— 2 ;gj)—{;)
1

1= (4, 2.0,0) -

<(2004) (11,400

<0004 04, 10)> \ PN
3'3:(2'0'0'()' 40,445),(19,4,40))'(0' i, 0)' m> (’f/"f “40]*(5, 33,1
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Macierz Grama

% (42,0)

(9
Gy, %)- L b

Definicja (macierz Grans)

Macierzag Grama dla uktadu wektoréw (xi, x2, ..., Xp) z pewnym iloczynem
skalarnym (-, -) nazywamy macierz:

((x1,x1) (x1,x2)

<X2, X1> <X2, X2>
G(x1,X2,..., Xp) =

\<xﬂa X1> <Xn, X2>
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Réwnolegtoscian 1 sympleks
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Réwnolegtoscian 1 sympleks

% (p; v1)
X (p; vi, v2)

Vi v

o\ s
4? V/J\ 7
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Réwnolegtoscian 1 sympleks

% (p; v1)

Z (p; vi, )

Z (p; v1, v2, v3)

Daniel Laskowski Co to jest iloczyn skalarny? 25 maja 2026




Réwnolegtoscian 1 sympleks

% (p; v1)

Z (p; vi, )

Z (p; v1, v2, v3)
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Réwnolegtoscian 1 sympleks

< (p, p1)

< (p, p1,P2)
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Réwnolegtoscian 1 sympleks

Z (p; v1) 7 (p, p1)

Z (p; vi, v2) 7 (P, 1, P2)

Z (p; vi, v2, v3) qPV(p,pl,pz,m)
J

% TP(_
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Miara

Miara réwnolegtoscianu i sympleksu

Dany jest punkt p oraz uktad wektoréw (vi, va, ..., v,) i uktad punktéw
(p1, P2, -, Pn) taki, ze pi = p+ v; dlai € {1,2,...,n}. Wtedy:

tn (Z(p;vi,va,...,Vp)) = \/det (G (v, vo,...,Vp)),

1
Mn (15/ (pa p17p27 7pn)) — m\/det (G(Vla V27 e Vn))-
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Miara

Miara réwnolegtoscianu i sympleksu

Dany jest punkt p oraz uktad wektoréw (vi, va, ..., v,) i uktad punktéw
(p1, P2, -, Pn) taki, ze pi = p+ v; dlai € {1,2,...,n}. Wtedy:

tn (Z(p;vi,va,...,Vp)) = \/det (G (v, vo,...,Vp)),

tn (- (P, P1, P2, -y Pn)) = :
(O (Zlle)
p=(1,2,3) wi=(1,0,2)
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Miara /“3(£(’?c%|%,xg//=5
/M«f (5Cf?1(1?417?z,’?3)) = 3/;(7 - %

Miara réwnolegtoscianu i sympleksu

Dany jest punkt p oraz uktad wektoréw (vi, va, ..., v,) i uktad punktéw
(p1, P2, -, Pn) taki, ze pi = p+ v; dlai € {1,2,...,n}. Wtedy:

tn (Z(p;vi,va,...,Vp)) = \/det (G (v, vo,...,Vp)),

tn (< (P, P1, P2y, Pn)) = .

p=(1,23) wvi=(1,0,2) w»=(2,-1,3) w =(0,1,—-2)

H 25 AT () (W 4 () 967 (-4 ) 44 OB )
T3ERED
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