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[loczyn skalarny i prostopadtosé

spisat Daniel Laskowski na podstawie réznych zrodet
(gtownie skryptu T. KoZniewskiego)

18 maja 2026

1 Powtérzenie z wykladu

Dawno, dawno temu... na wykladzie pojawilo sie pojecie iloczynu skalarnego, czyli operacji zdefi-
niowanej jako:
(@1, %2, ., Tn) © (Y1, Y2, -+, Yn) = T1Y1 + Tay2 + ... + TnYn.

W rzeczywistosci jest to tzw. standardowy iloczyn skalarny, a samych iloczynéw jest wigcej. Nazywa-
my nimi funkcje (-,-) : VXV — R, gdzie V jest przestrzenia liniowa, ktéra jest liniowa wzgledem obu
zmiennych, symetryczna i dodatnio okreslona. Rézne iloczyny skalarne pozwalaja okresli¢ alterna-
tywne definicje prostopadlosci, a dodatkowo okreslaja one norme wektora wzorem: ||x| = \/{(x,x).
Dodatkowo okredlilismy pojecie przestrzeni prostopadiej do V| tj. takiej ktorej wszystkie wektory sa
prostopadte do wektoréw z V. Taka przestrzen oznaczylismy jako V-*.

2 Zadania

1. Niech V = span ((0,1,2,1),(1,3,2,2),(2,1,—6,—1)). Znajdz baze V+ (w R*) ze standardowym
iloczynem skalarnym oraz z iloczynem zdefiniowanym wzorem:

((z1, 22,23, 24) , (Y1,Y2,Y3,Ya)) = T1Y1 — T1Y2 — Tay1 + 4x2yo + 223y3 — T3Ys — Tays + 2Taya.

o

Ty 4+ r2 — T3 + T4 =
—r1 + Ty + 2x3 — x4 = 0 °
Znajdz baze prostopadla przestrzeni V' i baze ortonormalng przestrzeni U z iloczynem skalarnym
danym wzorem:

2. Niech V =span ((1,1,2,1),(2,3,1,3),(3,5,0,5)) oraz U : {

((z1, 72,23, 74) , (Y1, Y2,Y3,Y4)) = 22191 + T1Ya + Tay2 + 223y3 + Tay1 + 224Y4.

3. W R* znajdZ wzér na rzut prostopadly i symetrie na przestrzen H : z1 + z2 — =3 + 224 = 5.

4. W R* znajdz wzér na rzut prostopadly i symetrie na przestrzen H = (0, 1,1,0)+span ((2,1,0,1),(1,0,0,1)).
5. Oblicz wyznacznik Grama wektoréw (1,2,1,3), (3,5,1,4), (5,8,1,5) (ze standardowym iloczynem
skalarnym).

6. Niech p == (1,2,3), 1 = (1,0,1), z2 = (0,1,3) ixz3 = (1,3, —1) oraz p; = p+x;, dlai € {1,2,3}.

Znajdz objetosci i pola $cian bocznych Z (p; x1, 2, x3) i 7 (P, P1, P2, P3)-

3 Praca domowa

3.1 Zadanie za 1 punkt

7. Znajdz baze prostopadla przestrzeni R? z iloczynem okreslonym wzorem:

((z1, 22, 23) , (Y1, Y2, ¥3)) = T1Y1 + 2x1Y2 + 2x2y1 + Tx2Yo + Tays + x3y2 + 1023ys.



3.2 Zadania za 2 punkty

8. Znajdz baze prostopadta przestrzeni V i baze ortonormalna przestrzeni U z zadania drugiego, ze
standardowym iloczynem skalarnym.
9. Czy wyrazenie:

((z1,72,23), (Y1,y2,¥3)) = 2x1y1 + 2021 + ToY2 + T2ys + T3y2 + 273Y3

jest iloczynem skalarnym?
10. Czy wyrazenie:

(w1, 22,23), (Y1, Y2, ¥3)) = 221y1 + 2T2y1 + 221Y2 + Toy2 + T2y3 + T3y2 + 273Yy3

jest iloczynem skalarnym?
11. Niech p == (0,1,0), 1 = (1,1,0), x2 = (1,0,1) ixg = (1,2,1) oraz p; = p+a;, dlai € {1,2,3}.
Znajdz objetosci i pola $cian bocznych Z (p; 1, x2,x3) i % (p, P1, P2, P3).

3.3 Zadania za 3 punkty

12. W R* znajdZ wzér na rzut prostopadly i symetrie na przestrzen H : z1 + 229 — 23 + 24 = 3.
13. W R* znajdz wzér na rzut prostopadly i symetrie na przestrzen span ((2,1,0,1),(1,0,0,1)).
14. Znajdz odleglo$é punktu (1,2,1,0) od przestrzeni H : x1 +2xs — x3+4x4 = 6 (ze standardowym
iloczynem skalarnym).
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