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Przestrzenie afiniczne

spisat Daniel Laskowski na podstawie réznych zrodet
(gtownie skryptu T. KoZniewskiego)

13 kwietnia 2026

1 Powtérzenie z wykladu

Na wykladzie poznaliSmy pojecie przestrzeni afinicznej, jako przestrzeni liniowej przesunietej do
pewnego punktu. StosowaliSmy wéwczas oznaczenie p + V', gdzie p jest punktem, do ktoérego prze-
sunieta zostal przestrzen V. Podobnie do przestrzeni liniowej, ktora byla rozpinana przez wektory,
nauczyliSmy sie rozpinaé przestrzen afiniczna — tym razem jednak w ukladzie rozpinajacym znaj-
dowaly sie punkty. Jezeli wiec mamy przestrzen afiniczna H = aff (p1, p2, ..., Pn), to zawiera ona
wszystkie kombinacje afiniczne punktéw p1, pa, ..., pn. Oznacza to, ze do H nalezy dowolny punkt
q postaci:
q:tlpl +t2p2++tnp", gdzie tl +t2++tn:1

Kombinacje afiniczna odréznia wigc od liniowej sumowanie si¢ wspélczynnikéw tq,to, ..., ¢, do 1.
Z tego powodu, nazywamy je wagami. Majac przestrzen afiniczng H = p + span (vy, va, ..., Uy ) mo-
zemy latwo odczytaé jej uklad rozpinajacy, jest nim zestaw punktéw (p,p + v1,p + va,...,p + vy).
Afinicznie niezalezny zestaw punktéw rozpinajacy przestrzen nazywamy baza punktowa, a uktad
punktu i wektoréw (w powyzszym przyktadzie uklad (p;vq,va,...,v,)) — ukladem bazowym.
Podobnie jak przestrzen liniowa V', przestrzen afiniczng H = p + V tez da sie opisaé za po-
mocg ukladu réwnan. Aby to zrobi¢ nalezy najpierw przestrzen V opisa¢ ukladem (nazywamy
ja przestrzenia styczna do H 1 oznaczamy T (H)). Nastepnie zamieniamy zera po znaku réw-
noéci w uktadzie réownan na takie liczby, aby punkt p byl rozwigzaniem uktadu réwnan. Przy-
kladowo, wezmy przestrzen H = (1,2,—1,3) + span ((1,2,—1,0),(1,—1,2,3)). Wtedy przestrzen
T (H) =span ((1,2,—1,0),(1,-1,2,3)) i opisuje ja uklad:

. -1 + X2 4+ x3 = 0
T(H)'{—Qxl + X9 + x4 = 0°

Podstawiajac punkt p otrzymujemy uklad opisujacy przestrzen H, czyli:

H- —r1 + X2 + x3 = 0
1 —2z1 +  xo + x4 = 3°

Pojawil sie takze nowy sposob opisu przestrzeni, czyli jej parametryzacja. Pozwala ona na zapisanie
dowolnego punktu w przestrzeni H = p + span (v1,va, ..., ), jako sumy punktu p i kombina-
cji liniowej wektoréw wvi,va, ..., v,. Przykladowo parametryzacja przestrzeni H = (1,2,—1,3) +
span ((1,2,-1,0), (1,—1,2,3)), bedzie zapis:

H:{(1+Cl +02,2+201762,71702+262,3+302)ICl,CQER}.

2 Zadania

1. Czy punkt (1,2,1) € R? jest kombinacja afiniczna punktéw (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1)?
2. Sprawd? czy punkty (3,7,4), (1,9,7) i (5,5,1) sa afinicznie zalezne.



3. Znajdz uktady réwnan opisujace:

a) aff ((1,0,1,1),(2,5,3,0),(2,2,1,1),(0,1, 2, 3)),

b) (2,1,3,3) +span((4,1,1,2),(3,4,3,1),(2,7,5,0)),

c) prosta przechodzaca przez punkty (3,3,4) i (1,2, 3).

4. Podaj parametryzacje przestrzeni z poprzedniego zadania.

5. Znajdz baze punktowa oraz parametryzacje przestrzeni opisanej rownaniem:

T, 4+ T2 — 223 + x4 = 2

207 + 39y — 223 4+ x4 = 3 °
6. Znajdz przestrzen réwnolegla (opisz ja jako uklad réwnan, uktad rozpinajacy oraz parametryzacje)
do przestrzeni z poprzedniego zadania, przechodzaca przez punkt (3,1,2,1).
7. Dane sg punkty p == (—2,4,5,1), g :== (0,2, —3,2) i proste L; := (1,1,—2,1)+span(—1—1,1,2),

T 4+ 229 4+ x3 4+ 3x4 = 11

Lo : -1 + w2 + 23 + 224 = 3 . ZnajdZ (zapisujac ukladem réwnan lub para-
21‘1 — 4932 + 3563 — Ty = 0

metryzacja):

a) plaszczyzne zawierajaca punkt p i prosta Li,

b) plaszczyzne zawierajaca punkty p, g i réwnolegta do L4,
c) podprzestrzen zawierajaca naraz proste Ly i Lo,

d) podprzestrzen zawierajaca naraz punkty p, g i prosta L.

8. Sprawdz czy podane podprzestrzenie maja punkt wspélny:

a) 201 — a9 + 3x3 = 3 ; 4r1 4+ x2 + x3 = 3
3rv17 + x2 — bxg = 0 r1 4+ 3w — 13z3 = 3’
b) (-=1,0,1,0) + ¢1 (2,3,5,2) + ¢2 (1,—2,1,-1) 1 (0,2,0,4) + ¢1 (1,2, —1,1) + ¢ (1, 3,2, -3),
. . 2.%1 + 2 + T3 = 3
c) (0,0,3)+¢(1,1,-3) i { sty — 1y — 1315 = 3

3 Praca domowa

3.1 Zadanie za 1 punkt

9. Pokaz, ze punkty (1,3,1), (4,—1,3

)i (4, 4) sa afinicznie niezalezne.
10. Pokaz, ze punkty (1,2,1), (1,-1,1

i
), (0,1,3) 1 (5, —3,—13) sa afinicznie zalezne.

3.2 Zadania za 2 punkty

11. Znajdz uklad réwnan opisujacy plaszczyzne przechodzaca przez punkty (3,0, 1), (2,1,0)i (1,1, 1).
12. Podaj parametryzacje plaszczyzny z poprzedniego zadania.

3.3 Zadania za 3 punkty

13. ZnajdZ parametryzacje prostej L (w R?) opisanej uktadem réwnan:

200 + x9 — x3 = 0
2$2 — X3 = -1

Znajdz réwnanie plaszczyzny, ktéra zawiera prosta (2,2,2)+span (2, 3,2) i jest réwnolegta do prostej
L.

14. Dla punktéw i prostych z zadania 7. znajdz: (zapisujac uktadem réwnan lub parametryzacja):
a) plaszczyzne zawierajaca punkt 1 i prosta Lo,

b) plaszczyzne zawierajaca punkty p, q i réwnolegly do Lo,
c¢) podprzestrzen zawierajaca naraz punkty p, g i prosta Lo.



15. ZnajdzZ plaszczyzne przechodzaca przez punkt (1, —1, 2, —3) i réwnolegta do prostych (1,1,1,1)+

3r1 + 4dxo — bry 4+ Try = -2
C (2, O, —1, 1) i 2:171 — 3(132 + 3$3 - 21‘4 = 5
4y + 1laxs — 3x3 + 16zy = 1
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