Matematyka dla Cickawych Swiata XVII — lista 4
Przeksztalcenia liniowe

spisat Daniel Laskowski na podstawie réznych zrodet
(gtownie skryptu T. KoZniewskiego)

23 marca 2026

1 Powtérzenie z wykladu
Na wyktadach poznaliémy pojecie przeksztalcenia liniowego, czyli funkcji ¢ : V. — W, gdzie V i W
sg przestrzeniami liniowymi, spelniajacej wlasnosci:

1oty =¢@)+e ),

2° p(cx) = cp ().
Podali$my réwniez pojecie jadra przeksztalcenia (oznaczanego jako ker), czyli zbioru wektoréw, dla
ktérych przeksztalcenie osiaga warto$é 0, oraz obrazu przeksztalcenia (oznaczanego jako Im), czyli
zbioru wszystkich wartosci przeksztalcenia.
Przyktadowo, dla przeksztalcenia ¢ : R3 — R?, zadanego wzorem:

p((x1,29,23)) = (x1 — 2w + 223, —221 + 425 — 423)
jadrem bedzie podprzestrzen liniowa opisywana ukladem réwnan:

I — 2(E2 + 21’3 = 0
—2r1 + 4dxy — 4daxz3 = 0

a obrazem podprzestrzen span ((1,—2),(—2,4), (2, —4)). Dodatkowo dowiedzieliSmy sie, ze aby po-
da¢ wzér przeksztalcenia liniowego wystarczy podaé jego wartosci dla wektorow bazowych dziedziny.
To doprowadzilo nas do mozliwosci zapisania przeksztalcenia liniowego jako macierz, ktérej kolum-
nami sa kolejne wartosci przeksztalcenia — w zapisie tym istotna jest jednak baza rozpatrywanych
przestrzeni.

Przyktadowo rozpatrzmy przeksztalcenie ¢ : R® — R2, zadane wzorem:

o ((x1,29,23)) = (221 + 22 — 3,21 — T2 + 23) .

Od razu jestedmy w stanie odczyta¢ macierz przeksztalcenia w bazach standardowych:

w (2 1 -1
M(‘P)st_<1 -1 1)'
Gdy jednak ustalimy inne bazy dziedziny i przeciwdziedziny, np. & := ((1,0,1),(0,1,2),(2,1,0)) i
% = ((0,1),(3,0)), to wéwczas macierz w tych bazach bedzie miala postaé:

bo:
v ((1,0,1))=(1,2)=2-(0,1) + % - (3,0)
P((0,1,2) = (~L,1) = 1-(0,1) ~ 5 - (3,0)

P(2,1,0)=(G,1)= 10,1+ (3,0



Macierz pozwala w alternatywny sposéb wyznaczy¢ wartosé przeksztalcenia dla danego wektora, np.
w powyzszym przeksztalceniu mozemy wyznaczyé jego wartos$é dla wektora (3, —1, 1), podstawiajac
go do wzoru:

p((3,-1,1))=(2-3+(-1)—-1,3—(-1)+1)=(4,5),

albo mnozac macierz i wektor:

co= (4 ) () = (BN < (3).

2 Zadania

1. Ktére z ponizszych funkcji ¢ : R® — R? sy przeksztatceniami liniowymi:

a) ¢ ((z1,z2,23)) = (21 + 329 — 1,41 + 225 4 6)

b) ¢ ((z1, 22, 23)) = (x1 + 322 — x3,421 + 229 + 623) ,

c) ¢ ((x1,22,23)) = (#1 + 322 — 3,4 |21| + 2 |22| + 6|235]),
d) ¢ ((x1,29,23)) = (xl + 329 — 23,471 + 229 + :E%) .

2. Znajdz wzor i macierz (w bazach standardowych) przeksztalcenia liniowego ¢ : R™ — R™, gdy:
a) p: R = R, ¢((3,1)) = (4,5,-1), 9 ((7,2)) = (-3,0,5),

b) v :R* — R2, ¢ ((1,2,1)) = (7,2), ¢ ((3,2,4)) = (20,17), ¢ ((5,1,2)) = (17,12).

3. Znajdz baze i wymiar jadra i obrazu przeksztalcen:

a) p:R3 = R% ¢ ((x1,22,73)) = (271 + 9 — 333,71 + 479 + 273) ,

b) ¢ : R3 — R* o (21,72, 23)) = (421 + 22 + 5x3, 1 + 209 + 3,221 — To + 323,621 + T20 + T23) .

4. Znajdz macierz przeksztalcenia liniowego ¢ w bazach o/ i &, gdy:

a) ¢ : RZ = RY o ((z1,22)) = (3w + 29, 21 + dTo, —x1 + 429,271 + ),

o =1(3,1),(4,2)), = 1(1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,1,2,3),(0,0,0,1)),

) :R3 = R3 o ((w1,22,23)) = (421 + 2 + 23,371 + 222 + 3, 371 + 272 + 13),
o =((3,1,1),(1,0,0),(5,1,0)), Z = ((3,4,5),(4,1,1),(2,0,1)).

=
I

3 Praca domowa

3.1 Zadanie za 1 punkt
5. Dla jakich wartosci parametru ¢ € R funkcja ¢ : R? — R? okreslona wzorem:
¢ ((z1,22)) = (z1+ 22+ (£* — 9) 2122, 521 + 3 (22 — 1) + 1)

jest przeksztalceniem liniowym?

3.2 Zadania za 2 punkty

6. Znajdz wzor i macierz (w bazach standardowych) przeksztalcenia liniowego ¢ : R?® — R3, gdy:

¥ ((1’ 0, 1)) = (5’ 1, 3) )
¢ ((0,1, 1)) =(2,3,4),
¢((1,0,0)) = (6,7,7).

7. Znajdz baze i wymiar jadra i obrazu przeksztatcenia ¢ : R* — R? okre$lonego wzorem:

o ((x1,29,23,24)) = (b1 + 622 + dws + Txg, 1 + 322 + 223 + 4xg, T21 + 322 + 223 + 224) .



3.3 Zadania za 3 punkty

8. ZnajdZ macierz przeksztalcenia liniowego ¢ : R* — R?, okre$lonego wzorem ¢ ((x1, T2, 23, 22)) =

(521 — 2w + 3x3 — x4, 3%1 + 4xo + 624), w bazach & = ((2,1,0,1),(1,0,3,1),(2,1,1,3),(3,1,2,1)),
#=((5,2),(3,1)).

9. Niech ¢ : R? — R3 bedzie przeksztalceniem liniowym majacym w bazach .« = ((3,1,1),(1,0,0),(5,1,0)),
#=1((3,4,5),(4,1,1),(2,0,1)) macierz:

1 1 4
Mpyy=(2 13
0 1 1

Znajdz wzér na .
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