Matematyka dla Ciekawych Swiata XVII — lista 3
Przestrzenie liniowe

spisat Daniel Laskowski na podstawie réznych zrodet

16 marca 2026

1 Powtérzenie z wykladu

Na wyktadzie poznaliSmy pojecie przestrzeni liniowej, czyli zbioru wektorow V' zawierajacego wektor
0, w ktérym mozna wykonywaé operacje dodawania wektoréw i mnozenia przez skalar spelniajace
nastepujace wtasnosci:

1° laczno$é dodwania: x + (y + z) = (x + y) + =2,

2° przemienno$é¢ dodawania: * +y = y + «,

3° wektor 0 jest elementem neutralnym dodawania, tzn. x + 0 =0+ x = «,

4° dla dowolnego wektora istnieje wektor przeciwny, tzn. Ve €¢ V v e V:x +v =0,
5° rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania wektoréw: ¢ (x + y) = cx + cy,

6° rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania skalaréw: (¢ + d) ¢ = cx + dz,

7° lacznos$é mnozenia przez skalary: (cd) x = ¢ (dx),

8° 1 jest elementem neutralnym mnozenia, tzn. 1l = .

Poznalismy takze pojecie kombinacji liniowej, tzn. wyrazenia bedacego sumg skonczonej liczby wek-
toréw pomnozonych przez skalary:

Y =C1T1 + C2T2 + ... + CLTp.

Na mocy tego pojecia powiedzieliSmy, ze uklad wektoréw (x1, s, ..., T,) jest liniowo zalezny, gdy
ktory$ z wektordéw daje sie zapisaé jako kombinacja liniowa pozostalych. W praktyce uklad ten jest
liniowo zalezny, gdy réwnanie:

cix1+cxs+ ... +cpx, =0

ma rozwigzanie. Ukladem liniowo niezaleznym nazywamy uktad, ktéry nie jest liniowo zalezny. Do-
wiedzielidémy sie takze, ze przestrzen liniowa daje sie opisa¢ za pomocg uktadu rownan jednorodnych
lub ukladu rozpinajacego. Przykladowo rozwiazaniem uktadu rownan:

7 + 2z + 3 + 3y = 0
21‘1 + 5582 + 421?3 + 4564 = 0
X1 + 31‘2 + 3IC3 + Ty = 0
jest:
xrp = 31}3 — Ty
{ Ty = —m3 + 2w4

Zmiennymi niezaleznymi sa wiec x3 i x4, wiec mozemy za nie podstawié¢ dowolne wartosci (np. 1 i
0). Otrzymujemy w ten sposéb uklad rozpinajacy span ((3,—-2,1,0),(—1,2,0,1)).

Analogicznie ukladowi rozpinajacemu mozemy przypisa¢ uklad réwnan. Przykladowo wezmy prze-
strzen span ((1,2,—1,0),(1,—-1,2,3)). Jezeli ma by¢ ona opisywana przez réwnania postaci ¢;x; +



CoTy + c3T3 + c4x4 = 0, to w szczegblnosci rownania te musza spelnia¢ wektory rozpinajace. Zatem
nalezy rozwiaza¢ uklad réwnan:

c1 + 2c — c3 = 0
ct — ¢ + 2c3 + 3¢ = 0°
Jego rozwigzaniem jest:
ci = —C3 — 204
Co = C3 + ¢’

a zatem mozemy odczytaé ze w docelowym ukladzie réwnan znajda sie 2 réwnania (bo mamy dwie
zmienne niezalezne) o wspdlezynnikach (—1,1,1,0) oraz (—2,1,0,1). Totez uklad réwnan opisujacy
docelowa podprzestrzen ma postac:

—xr1 + X2 + I3 = 0
—2x1 + 29 + x4 = 0°

Na koniec zdefiniowaliémy pojecie bazy podprzestrzeni liniowej czyli maksymalnego uktadu rozpi-
najacego. Liczba wektorow w bazie informuje nas o wymiarze badanej podprzestrzeni.

2 Zadania

1. Dane sa wektory ®1 = (3,2,1,1), @2 = (2,7,2,1), ¢35 = (1,3,1,3) oraz y; = (1,1,1,1), y2 =
(2,-2,0,3) i ys = (—1,3,1,10). Ktére z wektoréw y1, ya, ys sa kombinacjami liniowymi wektoréw
Ty, T2 i $3?

2. Dla jakich warto$ci parametru t € R wektor (¢,8,6) jest kombinacja liniowa wektoréw (3,4, 5),
(1,4,4,) 1 (7,4,7).

3. Sprawdz czy ponizsze uktady sa liniowo niezalezne:

a‘) ('?’a 727 1)7 (717 O, 2)3 (4; 27 2)7 b) (2v 67 767 *3)7 (57 9, 737 3)7 (L 1’ 17 2)

4. Dla jakich wartosci parametréw p,q € R uklad (5,7,p,2), (1,3,2,1) i (2,2,4,q) jest liniowo
niezalezny?

5. Znajdz bazy i wymiar podprzestrzeni liniowych:

a) Spall ((2» ]-a 4) ) (Sa 5» 71) ) (Sa 727 13) ) (7a 7, 7) ) (*4a 797 6));

b) span ((3,2,1,1),(5,0,2,3),(4,1,4,5),(4,1,—1,-1)),

c) span ((2,7,—-1,2,6),(3,1,4,2,2),(4,-5,9,2,—-2), (5,15, 2,6, 14)).

6. Znajdz bazy i wymiar podprzestrzeni liniowych opisanych uktadami:

9.’E1 + 12%2 + 21’3 = 0 51’1 —+ 10£C2 —+ 6353 —+ 31’4 = 0
a) b1 + 6z + 4dx3 = 0, b) 2r1 + 4o + 4wz + 3x4 = 0 .
200 + 39 — x3 = 0 3ry1 + 6xz2 4+ bdxrgy + dry = 0

7. Znajdz wspdlrzedne wektora x w bazie A, gdy:
a)x=(3,9,14) i #=((1,1,1),(1,1,2),(0,2,5)),

b)xz=(0,1)1i%=((1,2),(3,5)).

8. Opisz ukladem réwnan podprzestrzen:

a) span ((3,1,2,—-1),(4,2,1,5),(5,5,4,3)),

b) span((4,1,2,-3),(2,3,1,-9),(2,-1,1,3),(6,4,3,—12)).
9. Dla jakich wartosci parametru ¢ € R podprzestrzen:

span ((7,9,6,8), (11,¢,12,t + 1), (2,1,3,2), (3, —4,9,2))

opisuje sie tylko jednym réwnaniem liniowym?

3 Praca domowa

3.1 Zadania za 1 punkt
10. Pokaz, ze wektor (11,4, —8,9) jest kombinacja liniowa wektoréw (2,1, —3,4), (0,2,5,1) i (7,4, 3,2).



11. Sprawdz czy uklad (4,2,1,-2,3), (5,0,—1,6,1), (1,1,2,2,0) jest liniowo niezalezny.
12. Podaj wspdlrzedne wektora (5,0,0) w bazie ((1,2,-1),(1,0,2),(0,1,1)).

3.2 Zadania za 2 punkty

13. ZnajdZ baze podprzestrzeni liniowej span ((3,2,1,2),(9,6,3,6), (6,6,6,5), (6,8,10,6)).
14. Znajdz baze i wymiar podprzestrzeni liniowej opisanej ukladem:

Tx1 + 3z + bxg 4+ 2x4 + 8xs = 0
3.’£1 + X2 + I3 - 4(E4 + 61’5 = 0
201 + x2 4+ 2x3 4+ 34 + x5 = 0

15. Pokaz, ze wektory ®1 = (3,2,1), ®2 = (7,3,1), z3 = (4,2,1) sa baza przestrzeni R3. Znajdz
wspOlrzedne wektoréw y;1 = (0,2,1), y2 = (1,1,2) i y3 = (1,0,0) w tej bazie.
3.3 Zadania za 3 punkty
16. Opisz uktadem réwnan podprzestrzen:
span ((5,1,9,0,2),(5,2,-2,5,—-1),(4,1,5,1,1)) .
17. Wiadomo, ze uklad (x1, a2, ..., ,) jest liniowo niezalezny. Pokaz, ze uklad
(r1,x2 + X1, T3 + T2, ..., Ty, + Tp—1)

tez jest liniowo niezalezny.
18. Wiadomo, ze uklad (x1, s, ..., T,) jest liniowo niezalezny. Pokaz, ze uklad

(r1, 21+ T2, 21 + T2+ X3,..., L1 + T2+ ...T,)

tez jest liniowo niezalezny.

19. Oznaczmy jako R [z] zbiér wielomianéw o wspélezynnikach bedacych liczbami rzeczywistymi,
czyli Rlz] = {ap+az +asz? + ...+ a,z” :n e NU{0} AVn € NU{0} a, € R}. Pokaz, ze ten
zbidr jest przestrzenia liniowa. Jaki jest wymiar tej przestrzeni?

Wskazowka: Sprawdz prawdziwosé aksjomatéw przestrzeni liniowej. Zastandéw sie co mogloby by¢é
baza tej przestrzeni.
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