Matematyka dla Ciekawych Swiata XVII — lista 2
Uktad wspotrzednych i wektory

spisat Daniel Laskowski na podstawie réznych zrodet

9 marca 2026

1 Powtérzenie z wykladu

Na wyktadzie zauwazyliSmy, ze znany ze szkoty uklad wspoélrzednych mozna swobodnie poszerzy¢
do przestrzeni tréojwymiarowej, poprzez dodanie kolejnej osi:

z

Dodatkowo poznaliSmy pojecie wektora jako uporzadkowanej pary punktow. Wspdlrzedne wektora
Pq miedzy punktami p = (z,,y,) i ¢ = (z4,y,) Wyznaczali$my, obliczajac réznice:

N
Pqd=q—p=(Tqg—Tp,Yqg— Yp)-

Wprowadzilismy takze podstawowe operacje na wektorach takie jak (wszedzie przyjmujemy ozna-
czenia wspélrzednych @ = (21,29, ..., Tn), Y = (Y1, Y2, -, Yn):

e mnozenie przez skalar (¢ € R):

c-x = (cxy,cxa, ...\ CTy)
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e dodawanie wektoréw:
x+y=(T1+Y,T2+ Y2, s T + Yn)

e odejmowanie wektorow:

r—y= (.’1,‘1 — Y1, T2 —Y2,-, T _yn)



e iloczyn skalarny:
TxoY =1x1Y1 + TaY2 + ... + TpYn-

Tloczyn skalarny choé nie jest wektorem niesie informacje na temat kata pomiedzy wektorami,
mianowicie @ jest prostopadly do y wtedy i tylko wtedy, gdy x oy = 0.

WprowadziliSmy takze rownanie prostej w postaci kierunkowej — y = az + b. Rownaniem tym nie
da sie jednak opisa¢ prostej pionowej. Uniwersalnym réwnaniem jest rownanie w postaci ogélnej —
Az + By + C = 0, do ktérego trzeba dodaé zalozenie, ze A i B nie sa réwnoczes$nie réwne 0 (czyli
A% + B? # 0). Poznaliémy takze réwnanie okregu o érodku w punkcie (a,b) i promieniu r > 0,
wyrazone wzorem (z — a)® + (y — b)* = 0.

2 Zadania

1. Dane sa punkty p = (-3,2), ¢ = (1,4), r == (3,-5) i s := (—1,—7). Oblicz wspélrzedne
wektorow:
a) pg +2rs, b)3qr—

—

irs, o) pr+sq+rs+gqp, d)4ps—6qr + 5gs.

2. Dane sa wektory @ = (3, —1) i y = (5, 3). ZnajdZ taki wektor v, ze:
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3. Jaka dlugosé ma wektor (x,y)? Jaka dlugo$é ma wektor (z,y, 2)?
4. Sprawd? czy czworokat o wierzchotkach w punktach (—2,1), (—=1,—1), (2,5) i (0, 3) jest réwnole-
gtobokiem.
5. Wyznacz rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkty:

a) (0,—2)1(5,3)  b)(0,54)1(-18,0) ¢) (1—+2,44++2)1(0,3).

6. Dane sg dwa rézne punkty p := (zp,y,) 1 ¢ == (24, yq). Jak bedzie wygladalo réwnanie kierunkowe
prostej przechodzacej przez punkty p i q7

7. Naszkicuj proste okreslone rownaniami:

a)y=-2r+1 bjy=22+4 c)y=2z-2 d)y=3.

Jakie wnioski geometryczne na temat znaczenia wspdlczynnikéw w réownaniu kierunkowym prostej
zauwazasz?

8. Kiedy dwie proste wyrazone réwnaniami kierunkowymi sg rownolegle? Kiedy sa prostopadle?

9. Dla jakich wartosci parametru m € R proste y = (m2 + 1) r—2iy= (2m2 — 3) r—2m —1 sa
rownolegle?

10. Wyznacz réwnanie ogélne prostej przechodzacej przez punkty:

a) (0,8) 1 (2,4) b) (—4,3) 1 (—4,11) c) (-3,2)1(4,9).

11. Znajdz rownanie okregu:

a) o $rodku w punkcie (3, —2) i promieniu r = 1

3

b) o $rodku w punkcie (—2,1), do ktérego nalezy punkt (4, 7),
¢) przechodzacego przez punkty (1,5), (8,—2) i (9,1).

12. Znajdz wspolrzedne srodka i promien okregu o réwnaniu:
a) 22 +y? — 22 — 6y +9=0, b) 22 +y? + 4y —5=0.

13. Czy réwnanie 22 — 2z + y2 — 2y + 3 = 0 opisuje okrag?

14. Znajdz punkt przeciecia prostych k:y=2x —1il: 2 +2y—6=0.

15. Znajdz wspoirzedne punktéw wspélnych prostej k : 2 + 2y + 4 = 0 i okregu w : 2% + y? + 8z +
4y ++19 = 0.



3 Praca domowa

3.1 Zadania za 1 punkt

16. Wyznacz wartodci parametréw p,q € R tak, aby wektory (3p+ 5¢,2p—6) i (p+4,—2¢+3)
byly réwne.

17. Dla jakich wartosci parametréw p, g € R prawdziwa jest réwnosé p-(1,—1)4¢q-(2,1) = (-5, =7).
18. Dla jakich wartosci parametru p € R proste k:y = |4+ p|-x —8il:y = 3z + 2 sa réwnolegle?
Dla jakich wartosci parametru p € R sa one prostopadle?

3.2 Zadania za 2 punkty

19. Wiadomo, ze punkty (—3,—1), (1,2) i (2,5) sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku. Wy-
znacz wspolrzedne czwartego wierzchotka oraz punktu przeciecia jego przekatnych.

20. Dany jest czworokat o wierzchotkach (—4,1), (0,—2), (3,2) i (—1,5). Udowodnij, ze jest on
kwadratem.

21. Naszkicuj w ukladzie wspétrzednych zbiér opisany réwnaniem y? = (z + 3)
Wskazéwka: Zastanow sie kiedy kwadraty dwoch liczb sa rowne.
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3.3 Zadania za 3 punkty

22. Za pomoca rachunku wektorowego udowodnij, ze odcinek taczacy $rodki ramion trojkata jest
rownolegly do jego podstawy, a jego dlugoséé jest réwna polowie dlugosci podstawy.

23. Pokaz, ze wektor (A, B) jest prostopadty do prostej Az + By + C = 0 (A% + B? #0).

24. Pokaz, ze jesli ¢ — “4—2 - % = 0 to réwnanie z2 + y? + ax + by + ¢ = 0 opisuje punkt. Jaki to
punkt?
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