Ow wykorzystano tgcznie 90 kart.

g zbudowac jeden duzy domek ze stu kart?

0 zbudowania tych pieciu domk

Czy mozna tg samag metod

f.amigiowka na rozgrzewke




Wyktad 2. O prawdopodobienstwie w grach losowych

Piotr Morawiecki
10 marca 2025




Czym jest prawdopodobienstwo?

* Prawdopodobienstwo jest miarg czestosci zachodzenia pewnego zjawiska.

* Przykiad:

., . .1
Prawdopodobienstwo wyrzucenia orta podczas rzutu monetg wynosi pe

Oznacza to, ze przy wielkokrotnym rzucie moneta statystycznie
w przypadku potowy rzutow powinien wypas¢ orzet.
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Przestrzen zdarzen elementarnych

» Przestrzeri zdarzeri elementarnych (Q) to zbior wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia
losowego (np. rzutu koscia).

SIBAHRIER

« /darzenie bedzie opisywane jako pewien podzbiOr przestrzeni zdarzen elermentarnych.

* Przyktad: Wyrzucenie parzystej liczby oczek na kosci

S




IICZDY Zdarzen elementarnycn sprzyjajgcycn Zaarzeniu

Definicja Laplace’a prawdopodobienstwa

* Prawdopodobienstwo pewnego zdarzenia A mozna zdefiniowac jako:

Py = A
Q2]

gdzie:
* |Q| to liczba wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych,

* |A| to liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.

* Przykfad:

Pierre-Simon Laplace
(1749 - 1827)

_ |parzysta liczba oczek|] 3 1
P(parzystaliczba oczek) = |dowolna liczba oczek| 6 2

SR




Wiecej przyktadow

* Prawdopodobienstwo wyrzucenia orta

P e orfa) = |{orzet}| 1
wyrzucenie orta) = forzet, reszka}| =5
» Prawdopodobienstwo wylosowania asa z talii kart
[{A}] 1

P (wyl i = -
(wylosowanie asa) = {3 S 67.89.10,, QK. A)] _ 13

* Prawdopodobienstwo wylosowania krola kier z talii kart

P(wylosowanie kréla kier) = =




Problemy z definicjg Laplace’a...

NIESKONCZONA LICZBA ZDARZEN JEDNORAZOWE ZDARZENIA

A




Prawdopodobienstwo zalezne

» Prawdopodobienstwo zalezne oznacza prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A, jesli zaszto
zdarzenie B. Oznaczamy je jako P(A|B).

* Przykiad:

Na kostce wypadta parzysta liczba oczek.
Jaka jest szansa, ze liczba oczek jest wieksza od 37

VARV ATV A}

2
P (liczba oczek > 3 | parzysta liczba oczek) = 3




Prawdopodobienstwo zalezne

 Matematycznie mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe nastepujgco:

P(AUB)

P(A|B) = P(B)

gdzie P(A U B) to prawdopodobienstwo zajscia zarobwno zdarzenia A | B.

* W naszym przykiadzie:

P(liczba oczek > 3 iparzysta) 2

P (liczba oczek > 3 ta liczba oczek) = 3
(liczba ocze | parzysta liczba oczek) P(parzysta liczba oczek) 3

/ /R




Przykiad: Pudetka Bertranda (1/2)

 Mamy trzy pudta: V ~ U -~
 pudfo z dwiema srebrnymi monetami, \“‘i’/ 6/
» Pudio z dwiema ztotymi monetami, |
» Pudto z jed brna I jed tot ta.
udto z jedng srebrng I jedng ztotg moneta ~ -~
* W losowy sposob z jednego pudfa wymujemy
jedng monete. Okazato sig, ze |est ziota.
. . . D D
» Jakie jest prawdopodobienstwo, ze druga moneta . = b =
w tym pudle tez jest ziota?




Przykiad: Pudetka Bertranda (2/2)
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Zdarzenia zalezne 1 niezalezne

ZDARZENIA ZALEZNE ZDARZENIA NIEZALEZNE




Prawdopodobienstwo zdarzen niezaleznych

« /darzenia A | B sa niezalezne wtedy kiedy zajscie zdarzenie A nie wptywa na
prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia B | vice versa:

P(A) = P(A|B) oraz P(B)=P(B|A)

 \WdOwczas:

P(A U B)

P(A|B) = P(B)

= P(4)

o /atem:
P(AUB) = P(4) - P(B)




Przyklady zdarzen niezaleznych (1/2)
» Czterokrotne wyrzucenie orta

P(cztery orty) = P(orzet) - P(orzel) - P(orzet) - P(orzet)
* Wylosowanie dwoch kart o tej same) wartosci

P(para kart) = P(dowolna karta) - P(karta o tej samej wartosci)

* \Wylosowanie trzech kart o te] samej wartosci

52 3 2 1

P(tréjka kart) =

52 51 50 425




Przyklady zdarzen niezaleznych (2/2)

* \WWyrzucenie nieparzystej liczby oczek na kostce niebieskig]
| parzyste| liczby oczek na kostce czerwonej

P(niebieska nieparzysta U czerwona parzysta) =

N | =
NI

P(niebieska nieparzysta) - P(czerwona parzysta) = % :

* \Wyrzucenie nieparzystej liczby oczek na jednej kostce | parzystej liczby oczek na drugie] kostce

1 1 1

P(czerwona nieparzysta U niebieska parzysta) + P(niebieska nieparzysta U czerwona parzysta) = 7 + 1°72
. o . . . e 1 1
P(dowolny wynik na ko$ci czerwonej) - P(przeciwny wynik na kosSci niebieskiej) = 1 - 5=3




Case study: prawdopodobienstwo ,,strita” (1/5)
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Case study: prawdopodobienstwo ,,strita” (2/5)

« Zacznijmy od obliczenia prawdopodobieristwa dobrania pieciu réznych kart od 10-tki do asa.

Prawdopodobienstwo dobrania karty od 10 do asa o
innej wartosci niz poprzednio wylosowana

l_‘_\
5.4 4-4 3-42-4 1-4 64

52 51 50 49 48 162435
\_'_l

Prawdopodobienstwo dobrania karty od 10 do asa

P(karty od 10 do asa) = ~ 0.000394




Case study: prawdopodobienstwo ,,strita” (3/5)

» Teraz obliczamy prawdopodobienstwa wylosowania pokera od 10-tki do asa.

Prawdopodobienstwo wylosowania karty od 10 do asa
0 Innej wartosci niz poprzednio wylosowana, ale w tym samym kolorze.

5
5.4 4 3 2 1

52 51 50 49 48 649740
l_'_l

Prawdopodobienstwo wylosowania karty od 10 do asa

P(poker od 10 do asa) = ~ 0.000001539




Case study: prawdopodobienstwo ,strita” (4/5)

* Podsumowujac:

64
162435

1

P(karty od 10 do asa) = 649740

P(poker od 10 do asa) =

« Zatem prawdopodobienstwo wylosowania strita (uktadu pieciu kolejnych kart,
ktéry nie jest pokerem) wynosi:
P(strit od 10 do asa) = P(karty od 9 do asa) — P(poker od 9 do asa)

64 1 1
- _ - < = = 0
162435 649740 _ 254g _ 000392 =10.0392%




Case study: prawdopodobienstwo ,,strita” (5/5)

« Strit moze zaczynac¢ sie od dowolnej karty od asa do 10-tki. Zatem:

P(strit) = P(stritod asado 5) + P(stritod 2 do 5) + P(stritod 3 do 6) + -:- + P(strit od 10 do asa)

\ J
I

tacznie 10 stritow

* Prawdopodobienstwo dla kazdego strita jest takie samo (réowne ﬁ). Stad:

P(strit) = 10 - ~ 0.0039 = 0.39%

2548 2548
\_'_)

prawdopodobienstwo strita od 10 do asa




Podsumowanie wykladu

Prawdopodobienstwo jest miarg czestosci zachodzenia danego zdarzenia.

Mozna je zdefiniowac¢ wykorzystujac definicje Laplace'a: P(A) = %

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B wynosi:

P(AUB)
P(B)

P(A|B) =

Jesli dwa zdarzenia sa niezalezne to:
P(AUB) =P(A)-P(B)
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