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1 Implementacja btagdzenia losowego

Rozwazmy gre, w ktorej rzucamy moneta. Jesli wypadnie orzet wygrywamy jeden zeton, a jesli wypadnie
reszta to tracimy jeden zeton. Napiszmy funkcje simulate, ktora bedzie symulowaé okreslong liczbe rzutéw
moneta. Funkcja ta przyjmie ona dwa argumenty:

e x0 — poczatkowa liczba zetonow,

e t_max — tgczna liczba rzutéw moneta.

Na wyjsciu funkcja zwrdéci liste zawierajaca liczbe zetonéw w kolejnych krokach. Na przyktad funkcja

simulate(x0 = 5, t_max = 10) moze zwroci¢ na przyktad liste:

(5, 6, 7, 6, 5, 4, 3, 4, 5, 6, 7]

Krok 1. W definicji funkcji podajemy domyslne wartosci argumentu x0 i t_max.

def simulate(x0 = 10, t _max = 100):

Krok 2. Tworzymi liste x, w ktorej przechowywane beda wartosci liczby zetonéw w kolejnych rundach. Po-

czatkowo znajduje sie w niej jeden element xO.

x = [x0]

Krok 3. Zaczynamy petle for, w ktérej i oznacza numer rundy.

for i in range(t_max):




Krok 4. W kazdej rundzie losujemy liczbe 0 (reszka) lub 1 (orzet). Jesli wypadnie 1 (orzet) to zwiekszamy
liczbe zetondéw z ostatniej rundy x[-1] o 1 i dodajemy do listy za pomoca komendy append.

if random.randint(0, 1) == 1:
x.append(x[-1] + 1)

Uwaga: Komenda random.randint(a, b) zwraca liczby catkowite z przedziatu od a do b (wlacz-
nie). Do jej wykorzystania nalezy zaimportowaé pakiet random za pomoca komendy import random.

Krok 5. W przeciwnym razie (jesli wypadnie reszka), zmniejszamy liczbe zetonéw o 1.

else:
x.append(x[-1] - 1)

Krok 6. Po zakonczeniu petli zwracamy liste x.

return X

Funkcja powinna w catosci wyglada¢ nastepujaco:

import random

def simulate(x0 = 10, t_max = 100):
x = [x0]

for i in range(t_max):
if random.randint(0, 1) == 1:
x.append (x[-1] + 1)
else:
x.append(x[-1] - 1)

return x

Przetestujmy teraz te funkcje. Wykonajmy ja pie¢ razy i przedstawmy wyniki na wykresie:

import matplotlib.pyplot as plt

for i in range(5):
plt.plot(simulate())

plt.ylabel("liczba zetonow")
plt.xlabel("runda")
plt.show()




Powinnismy uzyskaé¢ nastepujacy wykres:
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Zadanie 1.0.1 (ruletka)

W ruletce kulka wypada na jedno z 37 pél. 18 pdl jest czerwone, 18 jest czarne, a jedno jest zie-
lone. Stawiajac zeton na pole czerwone wygramy dodatkowy zeton, jesli kulka wyladuje na polu
czerwonym. W przeciwnym razie stracimy postawiony zeton.

1. Zmodyfikuj funkcje simulate tak, zeby symulowala wielokrotng gre w ruletke.
2. Przetestuj program rysujac wykres dla x0=100 i t_max=100.
3. Narysuj wykres dla t_max=1000 i t_max=10000. Co obserwujesz?

2 Firma ubezpieczeniowa

2.1 Model firmy ubezpieczeniowej

Model btadzenia losowego mozna wykorzystaé do analizy ryzyka. Rozwazmy firme ubezpieczeniowa, ktéra
ubezpiecza domy na wypadek powodzi. Przyjmijmy, ze kazdego tygodnia firma osigga staly przychod
o wysokosci 1. Jednak kazdego tygodnia istnieje prawdopodobienstwo 5%, ze wystapi powddz firma bedzie
musiata wyptaci¢ swoim klientom kwote o wysokosci 15.

Zadanie 2.1.1 (warto$é oczekiwana zysku)

Oblicz ile wynosi warto$é¢ oczekiwana zysku kazdego tygodnia.

Zadanie 2.1.2 (model firmy ubezpieczeniowej)

1. Napisz funkcje simulate (x0, t_max), ktéra zasymuluje zmiane kapitatu firmy w poszczegél-
nych tygodniach. x0 oznacza poczatkowy kapitat firmy, a t_max liczbe symulowanych tygodni.

2. Przedstaw na wykresie kapitatu od czasu dziesie¢ losowo wygenerowanych scenariuszy. Przyj-
mij, ze kapital poczatkowy firmy wynosi z; = 20, a czas symulacji wynosi t_max= 50.




Powinnismy uzyskaé¢ wykres podobny do ponizszego:
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Jak wida¢ na powyzszym wykresie, w niektérych scenariuszach kapital firmy spada do zera (firma
bankrutuje). W takim przypadku bedziemy chcieli wezesniej zakoncezyé symulacje.

Zadanie 2.1.3 (upadek firmy)

Dodaj do funkcji simulate instrukcje warunkows, ktéra zakonczy symulacje w momencie kiedy
kapitat firmy osiagnie wartosé¢ 0 lub nizsza. Sprawdz dziatanie programu, ponownie generujac wykres
kapitatu od czasu.

2.2 Analiza ryzyka

Mozemy oszacowaé ryzyko upadku firmy, wykorzystujac metode Monte Carlo. Wystarczy, ze n razy wy-
konamy napisang powyzej symulacje i sprawdzimy, w jakiej czesci przypadkow firma zbankrutuje.

n = 10000
n_bankruptcy = 0

for i in range(n):
X = simulate(x0 = 20, t max = 50)
if x[-1] <= 0:
n_bankruptcy += 1

print (n_bankruptcy / n)

Prawdopodobienistwo powinno wyjs¢ w przyblizeniu réwne 0.22 (22%).

Zadanie 2.2.1 (szacowanie ryzyka upadku)

1. Jakie jest prawdopodobienstwo upadku firmy w ciggu 500 tygodni i 5000 tygodni?

2. Co mozna na tej podstawie wywnioskowa¢? Pomocne moze okazaé si¢ narysowanie wykresu
kapitatu od czasu.




2.3 Dalsze badanie ryzyka upadku

Na koniec zbadajmy jak prawdopodobienstwo upadku firmy zalezy od jej kapitatu poczatkowego x0. W tym

celu napiszmy funkcje estimateBuncrupcy(x0, t_max, ktéra oszacuje prawdopodobienstwo upadku fir-
my.

def estimateRisk(x0 = 20, t max = 300, n = 1000):
n_bankruptcy = 0

for i in range(n):
X = simulate(x0, t_max)
if x[-1] <= 0:
n_bankruptcy += 1

return n_bankruptcy / n

Teraz oszacujmy prawdopodobienstwo upadku firmy dla réznych wartosci x0 z przedziatu od 5 do 100,
a nastepnie przestawmy wyniki na wykresie.

x0_values = range(5, 101, 5) # zakres zawiera wartodci 5, 10, 15,
risk values = [estimateRisk(x0) for x0 in x0_values]

., 95, 100

plt.plot(x0_values, risk_values)
plt.xlabel("kapitat poczatkowy (x0)")
plt.ylabel ("ryzyko upadku'")
plt.show()
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Wyraznie ryzyko upadku firmy spada wraz ze wzrostem jej kapitalem poczatkowym. Przy kapitale
poczatkowym réwnym 100, ryzyko staje sie réwne okoto 1%.



Zadanie 2.3.1 (analiza ryzyka)

Zbadaj jak ryzyko upadku zmienia sie wraz z wielko$cia wyptacanych odszkodowan w przedziale od
10 do 30. Jak mozna zinterpretowac¢ te wyniki?

Wskazowka: Warto tutaj lekko zmodyfikowac¢ poprzedni program. Do funkcji simulate i estimate-
Risk dodaj nowy argument okreslajacy wysokosé odszkodowan (mozesz go nazwaé¢ insurance_va-
lue). W ten sposob tatwo bedziesz mogt go zmienié.

3 Centralne Twierdzenie Graniczne (dla chetnych)

Wroémy do pierwszego przyktadu z Sekcji 1 z rzutem moneta;:

import random

def simulate(x0 = 10, t _max = 100):
x = [x0]

for i in range(t_max):
if random.randint(0, 1) == 1:
x.append (x[-1] + 1)
else:
x.append (x[-1] - 1)

return X

Sprawdzmy, jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania poszczegolnych wartoéci x dla wartosci poczat-
kowej xO = 0 po okreslonej liczbie krokéw (np. t_max = 100). Za W tym celu wykonamy te funkcje 10 000
razy, za kazdym razem zapisujac koncowa liczbe zetondw:

x_last = []

for i in range(10000):
x= simulate(x0 = 0, t_max = 100)
x_last.append(x[-1])

Przedstawimy ostatnie uzyskane warto$ci  na histogramie.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.hist(x_last, bins=range(-50, 50, 2))
plt.xlabel("Liczba zetondw")
plt.ylabel("Liczba wystapien")
plt.show()




Uzyskujemy wowczas nastepujacy wykres:
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Zgodnie z tzw. Centralnym Twierdzeniem Granicznym, dla duzych wartosci przyjmuje on ksztalt tzw.
rozktadu normalnego (takze czasem nazywanego rozktadem Gaussa), proporcjonalnego do:

a2

P(x) ~ e 27,

gdzie e ~ 2.71... to tzw. liczba Eulera. Parametr o opisuje szerokos¢ rozktadu prawdopodobienstwa
(patrz wykres ponizej). W przypadku naszej symulacji wartosé parametru o zalezy od liczby zasymulowa-
nych rund.

u—A4oc n—20 n—3o0 U—ac no n+a n+ 20 n+ 30 u+4do

Zadanie 3.0.1 (badanie wlasnosci rozktadu)

Zbadaj jak ksztatt wykresu rozktadu liczby zetonéw zalezy od t_max.
1. Wygeneruj wykres dla t_max=25, t_max=50, t_max=100 i t_max=200.
2. Czy szerokos¢ rozktadu ros$nie czy maleje wraz z t_max? Zastanow si¢ dlaczego.

3. Sprawdz (odczytujac wartosci na oko z wykresu) czy szeroko$¢ rozktadu rosnie wprost propor-
cjonalnie do czasu. Czy potrafitbys zgadna¢ poprawna zalezno$c?




4 Zadania dodatkowe

Zadanie 4.0.1 (badanie wlasnos$ci rozkladu)

Hazardzista Harry rozpoczal gre w ruletke z 20 zetonami. Napisz symulacje, ktora pozwoli Ci osza-
cowac¢ prawdopodobienstwo, ze uda mu sie dobi¢ do 40 zetonéw, zanim wyda wszystkie swoje zetony,
jesli
a) bedzie w kazdej rundzie stawiaé¢ jeden Zeton na pola czerwone (wéwczas z prawdopodobieni-
18

stwem 3= wygra 1 zeton),

b) bedzie w kazdej rundzie stawiaé¢ jeden zeton na pole zielone (wéwczas z prawdopodobienstwem
% wygra 35 zetonéw).

5 Praca domowa nr 3

Rozwigzania zadan domowych nalezy przesta¢ do czasu nastepnych ¢wiczen. Prowadzacy moze réwniez
zmieni¢ ostateczny termin przestania pracy domowej, np. na inng godzine lub dzien.

Za prace domowa mozna maksymalnie dosta¢ 6 punktéw. Mozna wybiera¢ zarowno tatwiejsze zadania,
jak i trudniejsze, za wigksza liczbe punktow. Mozna rowniez rozwigzaé¢ zadania za wigksza liczbe punktow,
np. za 10. Jedli wtedy poprawnie beda rozwigzane zadania za 5 punktow, to zostanie przydzielone 5
punktéw. Jesli beda poprawnie rozwigzane zadania za wiecej niz 6 punktéw, np. 8 czy 10, to taka osoba
otrzyma maksymalnie 6 punktow.

Pamietaj, zeby notebook byt czytelny — kazde zadanie powinno by¢ umieszczone w osobnym bloku
tekstowym oraz poprzedzone numerem (i opcjonalnie opisem) zadania. Komentarze sa mile widziane.

Zadanie 5.0.1 — 1 pkt (upadek hazardzisty)

Zmodyfikuj program z Zadania 1.0.1 (ruletka) tak, zeby po spadku liczby zetonéw do 0 symulacja
zostata przerwana. Wykonaj program dla x0=10 i t_max=10000.

Zadanie 5.0.2 — 2 pkt (analiza ryzyka c.d.)

W symulacji firmy ubezpieczeniowej zalozylismy, ze z prawdopodobiefistwem 5% firma musi wyplacié
odszkodowanie o wartosci 15. Napisz program, za pomoca ktérego sprawdzisz, jak prawdopodobien-
stwo upadku firmy ubezpieczeniowej zalezy od tego prawdopodobienstwa wyptacenia odszkodowania.
Zbadaj wartosci z przedziatu od 1% do 10%.

Narysuj wykres zalezno$ci ryzyka upadku firmy od prawdopodobienstwa wyptacenia odszkodowania.
Zaloz, ze poczatkowy kapital firmy wynosi x0 = 20 (jak w przyktadzie z zajeé), a za czas symulacji
przyjmij t_max = 500.

Zadanie 5.0.3 — 3 pkt (algorytm tradingowy)

Cena akcji pewnej firmy kazdego dnia ro$nie lub maleje o 1. Zakupiliémy je w momencie kiedy ich
cena wynosita x0=100. Sprzedamy ja w momencie ich cena spadnie do x=75 lub kiedy wzros$nie do
x=150.

1. Napisz funkcje profit, ktora zasymuluje zmiane ceny akcji tej firmu. Funkcja powinna zwroci¢
wartos¢ true, jesli uda nam sie ja sprzedac¢ za 150, lub wartos¢ false, jesli sprzedamy ja za
nizsza cene (80).

2. Zastosuj metode Monte Carlo, wykonujac 1000 razy funkcje profit, zeby okresli¢ prawdopo-
dobienstwo osiggniecia zysku z tej inwestycji.




Zadanie 5.0.4 — 3 pkt (bladzenie losowe w 2D)

Rozwazmy pijanego pingwina, ktorego potozenie mozna opisa¢ za pomoca dwoch wspoétrzednych
(x,y). Poczatkowo znajduje sie on w punkcie (0,0). W kazdym kroku zwieksza lub zmniejsza on
jedna ze wspotrzednych (z lub y) o 1. Napisz symulacje ruchu pijanego pingwina. Narysuj wykres
jego toru ruchu, na osiach zaznaczajac jego wspotrzedne x i y dla pierwszych tysiaca krokow.
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