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1 Powtoérzenie wykladu: Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo polega na wielokrotnym losowym odgrywaniu danego procesu (np. gry Black Jacka),
a nastepnie na podstawie jego (losowych) wynikéw oszacowywanie szukanej wartosci.

Na wyktadzie oméwiliSmy dwa przyktady zastosowania Metody Monte Carlo. Jeden przyktad doty-
czyt szacowania pola kota, ktore bedzie doktadniej omowione w Sekcji 2, a drugi dotyczyt szacowania
prawdopodobienstwa uzyskania 21 punktéw w grze Black Jack. W tym celu zasymulowalismy wiele roz-
dan Black Jacka, za kazdym razem w losowy sposéb dobierajac karty. Nastepnie oszacowalismy szukane
prawdopodobienstwo, dzielac liczbe rozdan z wynikiem 21 przez sume wszystkich rozdan.

Metoda Monte Carlo jest tym doktadniejsza, im wiecej razy wykonamy dany proces. Wynika to z Prawa
Wielkich Liczb. Zgodnie z tym prawem, gdy liczba préb losowego doswiadczenia dazy do nieskonczonosci,
srednia arytmetyczna wynikéw tych prob dazy do ich wartosci oczekiwanej.

2 Szacowanie pola kota metodg Monte Carlo

W tej czedci pracowni sprobujemy oszacowaé pole kota o promieniu 1 z wykorzystaniem metody Monte
Carlo. Jako ze pole takiego kota wynosi 7, to metoda ta pozwoli nam oszacowaé wartosé m.
Koto o promieniu 1 i $rodku w (0, 0) to zbiér punktéw (x,y), ktérych odlegtosé od érodka kota

r = /22 + y? jest mniejsza lub réwna 1. Zatem:

’x2—|-y2 S 1’

lub po podniesieniu do kwadratu
2 492 < 1.

Oszacujemy pole nastepujaco. Wygenerujemy pewna liczbe (n) punktéw na kwadracie o wymiarze 2 x 2,
w ktoérego jest wpisane nasze koto. Nastepnie sprawdzimy jaka czesé tych punktéw znajduje sie wewnatrz
kota. Pole kota P, mozna oszacowac jako:



liczba punktow wérodku kota (1)

" L kwadrat*

P =
kolo ™ Jiczba punktéw naniesionych na kwadrat

gdZie Pkwadrat = 4

Krok 1. Wprowadzamy zmienng n do okreslania liczby naniesionych punktéw oraz zmienng inside_circle,
w ktorej bedziemy zapisywac liczbe punktéw, ktére znalazty sie w srodku kota.

n = 1000
in_circle = 0

Krok 2. W petli for generujemy pary punktow x, y z przedzialu od —1 do 1. Pamietaj zataczeniu pakietu
random na poczatku skryptu za pomoca komendy import random.

[

for i in range(n):
x = random.uniform(-1, 1)

y = random.uniform(-1, 1)

Krok 3. Wewnatrz petli for, dla kazdej wygenerowanej pary wspotrzednych (x,y) sprawdzamy czy dany
punkt lezy wewnatrz okregu, i jesli tak to zwigkszamy warto$¢ zmiennej in_circle

if x *x* 2 + y *xx 2 <= 1:
in _circle += 1

Krok 4. Po zakonczeniu petli for, oszacowujemy pole kota:

print(in_circle / n * 4)

Koncowy kod powinien wygladaé¢ nastepujaco:

import random

n = 1000
in _circle = 0

for i in range(n):
random.uniform(-1, 1)

X

N4 random.uniform(-1, 1)

if x *x 2 + 3y +¢ 2 <= 1:
in_circle += 1

print(in_circle / n * 4)

| Zadanie 2.0.1 |

Wykorzystujac powyzszy program odpowiedz na ponizsze pytania.

1. Jakie wartosci obserwujesz? Czy sa one w przyblizone réwne powierzchni kota B, = 7 ~
3.147

2. Zwieksz n do 100 000. Jak zwiekszenie n wplywa na oszacowane pole kota?
3. Zwigksz n do 10 000 000. Co obserwujesz?

Dla chetnych: Jesli czujecie si¢ pewnie z programowaniem, to zachecam was do przeczytania i wykonania
przyktadow z Sekcji 5, w ktorej zbadacie zbieznosé powyzej zaimplementowanej metody.



3 Sekwencje w rzucie moneta

Rozwazmy nastepujacy eksperyment. Wykonujemy kolejne rzuty moneta, az do momentu kiedy wypadna
pod rzad dwa orlty. Przyktadowo sekwencja moze wygladaé¢ nastepujaco:

reszka, orzel, reszka, reszka, orzet, orzet (6 rzutéw)

Chcielibyémy sprawdzié, $rednio po ilu rzutach to nastapi. Przekonamy sie o tym, piszac prosta symu-
lacje Monte Carlo.

,_[ Zadanie 3.0.1 ]

Napisz funkcje test_orzel (), ktéra wykona pojedyncza symulacje tego eksperymentu, a nastepnie
zwroci liczbe rzutow, po ktorych wypadtly dwa orty.

Wskazdéwka 1: Pojedynczy rzut mozna zasymulowac¢ za pomocg komendy random.randint (0, 1).
Wygeneruje ona liczbe 0 lub 1. Oznaczmy 0 jako reszke, a 1 jako orta.

Wskazowka 2: Wykonuj rzuty moneta w petli while, jednoczesnie zapisujac liczbe wykonanych
rzutéw w zmiennej n. Jesli w ostatnich dwéch rzutach wypadng orty to zwrdc ta wartos¢ return n.

,_[ Zadanie 3.0.2 ]

Wykonaj funkcje test_orzel () 10 000 razy i oblicz Srednig liczbe rzutow.

Wynik powinien by¢ w przyblizeniu rowny 6 - jest wartos¢ oczekiwana liczby rzutéw az do momentu
uzyskania dwéch ortéw.

,_[ Zadanie 3.0.3 ]

Rozwazmy teraz drugi eksperyment, w ktérym bedziemy rzuca¢ moneta az do momentu kiedy po
wyrzuceniu orta wyrzucimy reszke, np:

reszka, reszka, orzel, orzel, orzel, reszka (6 rzutéw)

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po orle wypadnie orzet, a jakie ze wypadnie po nim reszka?
Czy spodziewasz sig, ze czas do momentu uzyskania sekwencji (orzel, reszka) jest ten sam co
w przypadku sekwencji (orzel, orzel) z pierwszego eksperymentu?

2. Zaimplementuj funkcje test_reszka(), ktéra zasymuluje rzut monetg az do wypadniecia se-
kwencji (orzel, reszka), a nastepnie zwréci liczbe rzutéw. Wskazéwka: Wystarczy w niewielkim
stopniu zmodyfikowac funkcje test_orzel ().

3. Wykonaj doswiadczenie 10 000 razy i na tej podstawie oszacuj warto$¢ oczekiwana liczby
rzutow.

4. Jak mozna uzasadni¢ wynik tej symulacji?

Jedli zainteresowal Cie ten przyktad to polecam film na ten temat na kanale Numberphile:
https://www.youtube.com/watch?v=SDw2Pu0-H4g&ab_channel=Numberphile


https://www.youtube.com/watch?v=SDw2Pu0-H4g&ab_channel=Numberphile

4 Zadanie dodatkowe: Black Jack

W grze Black Jack kartom przypisuje sie nastepujace wartosci:
o karty 2-10sa warte tyle samo punktow, ile wynosi ich wartosé,
« walet, krolowa i krél sa warte po 10 punktéw,
e as jest wart 1 lub 11 punktéw, w zaleznosci co jest korzystniejsze dla gracza.

Na wyktadzie omowilisémy jak za pomoca metody Monte Carlo okresli¢ prawdopodobienstwo uzyskanie 21
puntkéw, przy zatozeniu, ze dobieramy karty az do momentu uzyskania conajmniej 21 punktéw. Imple-
mentacje z wyktadu przedstawiam ponizej.

1. Funkcja do obliczania wartosci kart:

def score(picked_cards):
score = O
n_aces = 0

for card in picked_cards:

if card == "J" or card == "Q" or card == "K":
score += 10
elif card == "A":

score += 1

n_aces += 1
else:

score += card

for i in range(n_aces):
if (score <= 11):

score += 10

return score

2. Symulacja Monte Carlo:

import random

blackjack = 0
n = 10000

for i in range(n):
cards = [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, "J", "Q", "K", "A"]
cards = cards * 4
picked_cards = []

while score(picked_cards) < 21:
random_card = random.choice(cards)
picked_cards.append(random_card)
cards.remove (random_card)

if score(picked_cards) == 21:
blackjack += 1

print(blackjack / n)




,_[ Zadanie 4.0.1 ]

Krupier w kasynie dobiera karty az do momentu kiedy liczba punktéw na jego kartach bedzie wigksza
lub réwna 17. Wykonaj symulacje Monte Carlo, zeby odpowiedzie¢ na nastepujace pytania:

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze krupier bedzie miat 21 punktéw?

2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze krupier przekroczy 21 punktéw?

3. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze krupier osiagnie 21 punktow dobierajac jedynie dwie karty?
4

. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze krupier dobierze co najmniej 5 kart?




5 Badanie zbieznosci metody Monte Carlo (dla chetnych)

Zgodnie z prawem wielkich liczb oszacowana warto$¢ pola powierzchni powinna zbiega¢ do wartosci ocze-
kiwanej wraz ze wzrostem liczby wygenerowanych punktéw. W tym ¢wiczeniu sprawdzmy jak szybko
oszacowana warto$¢ pola ta zbiega do wartosci .

Zacznijmy od przepisania programu z sekcji 2, w taki sposob, zeby wartos¢ m byta oszacowywana po
wylosowaniu kazdego punktu. Napiszmy funkcje estimatePi (n), ktora po kolei bedzie losowaé n punktéw
a po wygenerowaniu kazdego z nich oszacuje wartosé m za pomoca wzoru (1):

import random

def estimatePi(n):
in_circle = 0
number_of_points = 0
estimatedPi = []

for i in range(n):
x = random.uniform(-1, 1)
y = random.uniform(-1, 1)

number_of_points += 1
if x % 2 + y xx 2 <= 1:
in_circle += 1

estimatedPi.append(in_circle / number_of_points * 4)
return estimatedPi

Funkcja ta na wyjéciu zwrdci liste oszacowanych wartosci . Na przykitad wywotanie funkeji

estimatePi(8)

powinno zwroci¢ 8 oszacowanych wartosci m, np.:

[4.0,4.0,2.6666666666666665, 3.0, 2.4, 2.6666666666666665, 2.857142857142857, 3.0]

gdzie pierwsza wartos¢ zostata oszacowana na podstawie pierwszego wylosowanego punktu, druga wartos¢
na podstawie dwoch pierwszych wylosowanych punktéow, itd.

Teraz wykonajmy kilka razy funkcje estimatePi (1000), przedstawiajac uzyskane wartosci na wykre-
sie:

import matplotlib.pyplot as plt
n = range(1,1001)

plt.plot(n, estimatePi(1000))
plt.plot(n, estimatePi(1000))
plt.plot(n, estimatePi(1000))
plt.plot(n, estimatePi(1000))
plt.plot(n, estimatePi(1000))

plt.xlabel("Liczba krokéow")
plt.ylabel("Oszacowana wartoSc¢ pi')
plt.show()




Wykres powinien wyglada¢ podobnie do ponizszego.
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Tak jak oczekiwalismy, Wraz ze wzrostem liczby wylosowanych punktéw oszacowana wartosé zbiega do
wartosci . Sprobujmy doktadniej zbadaé te zbiezno$é. W tym celu wykonamy funkcje estimatePi (1000)

100-krotnie, a nastepnie zbadamy rozrzut oszacowanych wartosci 7 dla kolejnych krokéw 1,2, 3, ..., 1000.
W matematyce do okreslenia rozrzutu wartosci stosuje sie tzw. odchylenie standardowe (po angielsku
standard deviation, std). Odchylenia standardowe z wartosci x,, x,, ..., x,, definiuje si¢ jako:

std = \/<$1 —2)? 4 (25 — 9;)2 + -+ (z, — )2

: (2)

gdzie x to warto$¢ srednia x. Odchylenie standardowe mozna obliczy¢ za pomoca funkcji std z pakietu
numpy.

import numpy as np

data = np.array([lestimatePi(1000) for i in range (100)])
std = np.std(data, axis=0)

Program ten 100 razy wykonuje funkcje estimateP1i, a nastepnie zapisuje ja w formie tablicy np . array,
ktory to format jest potrzebny do wykonania funkcje np.std obliczajacej odchylenie standardowe z kazdej
kolumny.

Przedstawmy uzyskane wartoéci odchylenia standardowego na wykresie:

plt.plot(n, std)
plt.xlabel("Liczba wylosowanych punktow")
plt.ylabel("Odchylenie standardowe")
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Wyraznie widaé, ze wraz ze wzrostem liczby wygenerowanych punktéw (n) rozrzut uzyskanych wartosci

maleje. W teorii powinien on male¢ proporcjonalnie do \/iﬁ Sprawdzmy to, zaznaczajac na naszym wykresie

funkcje:

plt.plot(n, 1.64 / np.sqrt(n), '--')

Warto$é¢ 1.64 odpowiada tutaj wartosci oczekiwanej odchylenia standardowego dla jednego wylosowa-
nego punktu (n = 1). Wygenerowany wykres powinien wygladaé¢ nastepujaco:
1.64
std = —. (3)
NZD
Jeszcze lepiej mozna przedstawi¢ te zalezno$é na wykresie w skali logarytmicznej. W tej skali zalez-
nos¢ std ox \/iﬁ ma ksztalt linii prostej. Rysujemy ten wykres wykorzystujac zamiast komendy plt.plot,
komende loglog

n = range(1l, 1001)

plt.loglog(n, std)

plt.plot(n, 1.64 / np.sqrt(n), '--')
plt.xlabel("Liczba wylosowanych punktow")
plt.ylabel("Odchylenie standardowe")
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,_[ Zadanie 5.0.1 ]

Sprawdz czy zalezno$¢ (3) bedzie dobrze opisywaé odchylenie standardowe dla duzo wiekszych war-
tosci n, np. n =10 000 i n = 100 000.

6 Praca domowa nr 2

Rozwiagzania zadan domowych nalezy przesta¢ do czasu nastepnych ¢wiczen. Prowadzacy moze réwniez
zmieni¢ ostateczny termin przestania pracy domowej, np. na inng godzine lub dzien.

Za prace domowa mozna maksymalnie dosta¢ 6 punktéw. Mozna wybiera¢ zarowno tatwiejsze zadania,
jak i trudniejsze, za wiekszg liczbe punktéw. Mozna réwniez rozwigzac zadania za wieksza liczbe punktow,
np. za 10. Jesdli wtedy poprawnie beda rozwiazane zadania za 5 punktéw, to zostanie przydzielone 5
punktéw. Jesli beda poprawnie rozwigzane zadania za wigcej niz 6 punktéw, np. 8 czy 10, to taka osoba
otrzyma maksymalnie 6 punktéw.

Pamietaj, zeby notebook byt czytelny — kazde zadanie powinno by¢ umieszczone w osobnym bloku
tekstowym oraz poprzedzone numerem (i opcjonalnie opisem) zadania. Komentarze sa mile widziane.

Zadanie 6.0.1 — 2 pkt (najwyzsza z trzech liczb)

1. Napisz funkcje, ktora wygeneruje dwie liczby rzeczywiste z przedziatu od 0 do 1, a nastepnie
zwroci w wyniku wartosé wyzszej liczby.

2. Sprawdz z wykorzystaniem metody Monte Carlo, jaka jest warto$¢ oczekiwana wyniku tego
losowania.




Zadanie 6.0.2 — 2 pkt (objetos¢ kuli)

Zmodyfikuj program z sekcji 2, tak zeby wykorzystywatl on metode Monte Carlo do oszacowania
objetosci kuli o promieniu 1.
Wskazéwka: Odlegtosé punktu (x,y, z) od srodka kuli w punkcie (0,0,0) wynosi:

d =22+ 1y + 22

Zadanie 6.0.3 — 2 pkt (pole elipsy)

Rozwazmy elipse o pdl osiach a = 11 b = 2. Punkt (z,y) nalezy do elipsy, kiedy speliony jest
warunek:

1‘2 y2

2!

1. Napisz program, ktéry oszacuje pole powierzchni tej elipsy z wykorzystaniem metody Monte
Carlo.

2. Porownaj oszacowang warto$é¢ pola do pola elipsy obliczonego ze wzoru P = mwab.

Zadanie 6.0.4 — 3 pkt (wizualizacja metody Monte Carlo)

Narysuj na wykresie z-y 100 losowo wygenerowanych punktéw w obrebie kwadratu o wierzchot-
kach w punktach (—1,—1), (1,—1), (1,1) i (—1,1). Punkty znajdujace si¢ wewnatrz kota o érodku
w punkcie (0,0) i promieniu 1 zaznacz innym kolorem niz punkty znajdujace sie na zewnatrz tego
kota.

Zadanie 6.0.5 — 3 pkt (rzut moneta)

Rozwazmy nastepujace doswiadczenie. Wykonujemy kolejne rzuty uczciwa moneta, az do momentu
kiedy otrzymamy sekwencje (orzel, reszka, reszka).

1. Napisz funkcje, ktéra wykona symulacje tego doswiadczenia, a nastepnie zwrdci na wyjsciu
taczng liczbe rzutéw moneta. Orla oznacz jako 1, a reszke jako 0.

2. Powtarzajac to doswiadczenie 10 000 razy, oszacuj warto$¢ oczekiwana tej liczby rzutéw.

3. Rozwaz do$wiadczenie, w ktérym wykonujemy kolejne rzuty uczciwag moneta, az do uzyskania
sekwencji (orzel, reszka, orzet). Sprawdz, czy wartosé oczekiwana liczby rzutéw jest ta sama
co poprzednio, czy inna.
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