Cwiczenia 2
O prawdopodobienstwie w grach losowych

Projekt ,Matematyka dla ciekawych Swiata”
spisat: Piotr Morawiecki
zadania pochodzg z réznych zrédet

1 Podsumowanie wykladu

Wprowadzenie

Prawdopodobienstwo jest miarg, ktora okresla jak bardzo mozliwe, ze dane zdarzenie nasta-
pi. Wyraza sie go liczba z przedziatu od 0 do 1, gdzie 0 oznacza, ze zdarzenie jest niemozliwe,
a 1 oznacza, ze zdarzenie jest pewne.

Rozwazamy do$wiadczenie losowe, tzn. sytuacje o nieznanym z géry wyniku, takie jak na
przyktad rzut koscia. Moze on daé rézne wyniki (na przyklad jedno oczko, dwa oczka, itd.), ktére
sg nazywane zdarzeniami elementarnymi. Zbior wszystkich zdarzen elementarnych oznacza sie
wielka literg €.

Definicja Laplace’a prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo P(A) zajscia zdarzenia A to stosunek liczba zdarzen elementarnych sprzy-
jajacych zdarzeniu A do liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych. Matematycznie
mozna to zapisaé jako:

|A]
P(A) BT
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gdzie |-| oznacza liczbe wszystkich elementéw danego zbioru. Przyktadowo prawdopodobieristwo
wyrzucenia na 6-$ciennej kostce co najmniej trzech oczek, jest réwna:
. 3,4,5, 6| 4 2
P(liczba oczek > 3) = ———"—"—— = — = -~ 67%
( ) 11,2,3,4,5,6)] 6 3 ¢
Powyzszej przedstawiona definicja zaktada, ze wszystkie zdarzenia elementarne sa réwnie
prawopodobne, oraz ze wzajemnie siec one wykluczaja, czyli nie moga zajs¢ jednoczesnie.

Zdarzenia niezalezne i zalezne

Dwa zdarzenia A i B sa od siebie niezalezne, kiedy zajécie jednego zdarzenia nie wplywa na
prawdopodobiefistwo zajécia drugiego (np. wyrzucenie orta przy dwukrotnym rzucie moneta).

Prawdopodobienstwo, ze oba zdarzenia A i B zajda obliczamy, mnozac prawdopodobienstwo
zajécia kazdego z nich:

P(AnB)=P(A)-P(B).
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Przyktadowo szansa na wyrzucenie orta wynosi % Szansa na dwukrotne wyrzucenie orta

przy dwukrotnym rzucie monetg wynosi:

P(An B) = P(A)

2 Zadania

Zadanie 1

1. Sprawdzcie, czy sa wsrod was dwie oso-
by, ktére obchodza urodziny tego samego
dnia.

2. Oszacujcie prawdopodobienstwo tego, ze
w grupie o takiej liczebnosci sg co naj-
mniej dwie osoby, ktore si¢ urodzity tego
samego dnia.

3. Przy jak duzej liczebnosci grupy prawdo-
podobienstwo to przekracza 50%?

Jakie zalozenie poczyniliscie, odpowia-
dajac na zadania b) i ¢)?
Zadanie 2

W tym zadaniu rozwazymy standardowe kost-
ki do gry z szeScioma Sciankami z 1, 2, 3, 4,
51 6 oczkami. Oblicz, jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze podczas rzutu dwiema kostkami
wypadnie:

a) na kazdej kostce pieé¢ oczek,

na obu kostkach ta sama liczba oczek,
tacznie parzysta liczba oczek,

na co najmniej jednej kostce szes¢ oczek,
tacznie 12 oczek,

tacznie 7 oczek,

tacznie 9 oczek.

Zadanie 3

W tym zadaniu rozwazymy tali¢ do gry w po-
kera skladajaca sie z 24 kart (9-tki, 10-tki, wa-
lety, damy, krdle, asy). Oblicz, jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze:

1

Z.
a) dwie losowo dobrane karty beda tego sa-
mego koloru (kier, pik, itd.),
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.p(B):§.§:

b) dwie losowo dobrane karty beda tej sa-

mej wartosci (dwojka, trojka, itd.),

cztery losowo wybrane karty utozg sie w
"karete” (czyli beda tej samej wartosci),

pie¢ losowo dobranych kart utozy sie w
"kolor” (czyli beda tego samego koloru),

pie¢ kart utozy sie w ”strita” (czyli przyj-
ma kolejne wartosci, np. 9, 10, J, Q, K),

pie¢ kart ulozy sie w "pokera” (czyli
przyjma kolejne wartosci w tym samym

kolorze),

g) (*) w pieciu losowo dobranych kartach
bedzie kareta (cztery karty o tej samej
wartosci).

Zadanie 4

W Amerykanskim teleturnieju ” Let’s Make a
Deal” uczestnicy wybierali jedne z trzech za-
mknietych drzwi. Za jednymi drzwiami znaj-
dowala sie gléwna nagroda (samochdd), a za
dwiema pozostatymi koza. Po dokonania przez
uczestnikow wyboru prowadzacy zawsze otwie-
rat te z pozostalych dwoch drzwi, za ktoérymi
prowadzacy wiedzial, ze znajdowata sie koza.
Nastepnie uczestnik konkursu moégt zdecydo-
wacé czy chce zmieni¢ swoj poczatkowy wybor
na drugie zamkniete drzwi.

Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej,
jesli uczestnik zdecydowal si¢ zmieni¢ drzwi, a
jakie jesli pozostal przy swoim poczatkowym
wyborze?



Zadanie 5

Tabela [I| przedstawia wyniki dwoéch zawodnikéw tenisa z dwoch ostatnich sezonéw.

Zawodnik B

9 wygranych

20 przegranych 11 przegranych

Zawodnik A
sezon 1 | 30 wygranych
sezon 2 | 20 wygranych

5 przegranych

75 wygranych
25 przegranych

Tabela 1: Podsumowanie dwdch ostatnich sezonow

a) Wylacznie na podstawie wynikow me-
czOW 7 pierwszego sezonu oszaclj, z ja-
kim prawdopodobienstwem kazdy z gra-
czy wygrywal mecze w tym sezonie.

b) Powtdrz poprzednie zadanie, korzystajac
wylacznie z wynikow meczow z drugiego
sezonu.

c) Okredl, ktéry z zawodnikéw miat wieksza
skutecznos¢ w kazdym z sezondw.

d) Dodajac do siebie dane z obu sezondéw,
oszacuj, z jakim prawdopodobienstwem
kazdy gracz wygrywa mecze. Jak ma sie
ta warto$¢ do odpowiedzi udzielonych na
poprzednie pytania?

e) Kto ma wieksza szanse na wygrana, gdy-
by obaj zawodnicy zagrali ze sobg mecz?

Zadanie 6

Rzucamy trzy symetryczne monety jednym
rzutem. Poniewaz przynajmniej dwie z nich
spadng na te samg stron¢ oraz jest szansa
1/2, ze pozostata moneta jest ortem lub resz-
ka, stad mozna dojs$¢ do wniosku, ze szansa na
to, ze wszystkie trzy spadng na te sama stro-
ne, wynosi 1/2. Czy jest to prawidlowy wy-
nik? Jesli nie, ile wynosi prawdopodobienstwo,
ze wszystkie spadna na te sama strone. Gdzie
lezy ewentualny btad w pierwszym rozumowa-
niu?

Zadanie 7

1. Pan Jones ma dwojke dzieci. Starsze z
nich jest dziewczynka. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze Pan Jones ma dwie
corki?

2. Pan Smith ma dwojke dzieci. Co naj-
mniej jedno z nich jest chtopcem. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze ma dwoch
Synow?

3. (*) Pan Brown ma dwodjke dzieci. Jed-
no z dzieci jest dziewczyna, ktéra uro-
dzita sie we wtorek. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze drugie dziecko tez jest
dziewczynka?

Zadanie 8

Stanates do pojedynku z dwoma najstynniej-
szymi rewolwerowcami na dzikim zachodzie —
tylko jedna osoba z waszej tréjki bedzie mo-
gla ujs¢ z zyciem. Billy strzela ze skutecznoscia
80%, tzn. po oddany strzalu pokonuje przeciw-
nika z prawdopodobienistwem 80%. Wolniejszy
Cassidy ma skuteczno$¢ 100%, za to jest naj-
wolniejszy. Sam masz skutecznosé jedynie 50%,
za to jeste$ najszybszy. Bedziecie kolejno od-
dawaé strzaty, najpierw ty, potem Bill, a na
koncu Cassidy, tak dtugo az nie pozostanie na
placu, tylko jeden rewolwerowiec.

Zaplanuj strategie, ktora da ci najwiekszg
Szanse na wygrang.



Zadanie 9

Oszacuj, jakie jest prawdopodobienstwo Two-
jej wygranej w pojedynku w poprzednim za-
daniu, przy zalozeniu, ze kazdy rewolwerowiec
stosuje najlepsza dla niego strategie.
Wskazowka: W tym zadaniu przydatny jest wzor
na sume szerequ geometrycznego:

1
1+q+q2+q3+...:—
l-gq
gdzie =1 < q < 1. Mimo, Ze ta suma ta ma nie-
skonczenie duzo wyrazéow to zbiega ona do stalej

wartosci granicznej ﬁ. Na przyklad 1+ % + (1)2 +

5 2
(3= -2

Zadanie 10

Do n-osobowego samolotu wsiada n podroz-
nych. Wchodza po kolei, osoba po osobie. Pa-
sazer pierwszy zapomnial numer na swoim bi-
lecie i siadt losowo na jednym z miejsc. Kazdy z
nastepnych pasazeréw robi jedna z dwoch rze-
czy:

e Jesli miejsce z numerem wskazanym na
ich bilecie jest wolne, to siadaja na swo-
im miejscu.

e Jedli ich miejsce jest zajete, siadaja na lo-
sowo wybranym siedzeniu, ktore jest wol-
ne.

Wyznaczy¢é prawdopodobienstwo tego, ze
ostatni wsiadajacy pasazer usiagdzie na swoim
miejscu, w przypadku gdy:

a) n=2 c¢) dla ogdlnego n

b) n=4

3 Praca domowa

Zadanie 11 (2 punkty)

Rzucamy dwa razy moneta. Na conajmniej jed-

samo co prawdopodobienstwo, ze na jednej mo-
necie wypadt orzel, a na drugiej reszka? Odpo-
wiedZ uzasadnij.

Zadanie 12 (2 punkty)

W tym zadaniu rozwazymy talie do gry w po-
kera sktadajaca sie z 24 kart (9-tki, 10-tki, wa-
lety, damy, krole, asy). Oblicz, jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze:

(a) trzy losowe dobrane karty beda tej samej
wartosci,

(b) wérdd pieciu losowo dobranych kart, kaz-
da karta bedzie miala inng warto$¢ (np.
9,10, J, K, A).

Zadanie 13 (2 punkty)

W grze w ruletke kulka upada na losowa liczbe
z przedziatu od 1 do 37. Rozwazmy dwie gry:

(a) Jesli wylosowana liczba jest podzielna
przez 2, wygrywasz ztotéwke, a w prze-
ciwnym wypadku przegrywasz 1 ztotow-

ke.

(b) Jesli wylosowana liczba jest podzielna
przez 4, wygrywasz 3 ztote, a w przeciw-
nym wypadku przegrywasz 1 zloty.

Mike chce zaczyna gre z 1 ztotowka, i chece
wygra¢ 3 ztote. Uzasadnij kiedy prawdopodo-
bienstwo wygranej jest wigksze, jakby rozegrat
dwukrotnie gre (a) czy jednokrotnie gre (b).

Zadanie 14 (2 punkty)

Urna zawiera z prawdopodobienstwem 50%
czerwong kule, a z prawdopodobienstwem 50%
zielong kule. Wktadamy do urny identyczna
czerwong kule jak ta, ktéra moze znajdowac
sie¢ w urnie. Nastepnie wyciagamy losowa ku-
le z urny. Okazuje si¢ by¢ ona czerwona. Jakie

nej monecie wypada orzet. Czy prawdopodo- jest prawdopodobienstwo, ze kula, ktéra pozo-

bienstwo, ze na obu monetach wypad? jest to

stata w urnie, jest czerwona?
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