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1 Podsumowanie wykladu
Na wyktadzie wprowadziliSmy pojecia strategii, strategii wygrywajacej i gry zdeterminowanej.
e Strategia jest sposobem, w jaki gracz wybiera swoje ruchy w grze.

e Strategia jest wygrywajgca, wtedy kiedy gracz ja stosujacy ma gwarancje wygranej, nie-
zaleznie od ruchéw wykonywanych przez przeciwnika.

e Gra jest zdeterminowana wtedy, kiedy jeden z graczy ma strategie wygrywajaca.

Poznalismy takze tzw. Twierdzenie Zermelo:

Jesli gra dla dwoch graczy spelnia wszystkie ponizsze kryteria:

e gracze wykonuja ruchy na zmiane,
e gracze maja pelng informacje o stanie gry,
e gra ma skonczong dlugosé,

e gra zawsze konczy sie zwyciestwem jednego z graczy.

to ta gra jest zdeterminowana.

2 Zadania

Zadanie 1 (gra w zapalki)

Rozegraj nastepujaca gre z kolega z tawki. Przygotuj stos 20 zapaltek. Gracze na zmiane zabie-
raja zapatki ze stosu. W trakcie swojej kolejki gracz moze zabra¢ ze stosu 1, 2 lub 3 zapatki.

Gracz, ktory zabierze ostatnia zapatke ze stosu, wygrywa gre.
Po rozegraniu 1-2 partii sprébuj odpowiedzie¢ na nastepujace pytania:

1. Jaka jest optymalna strategia dla drugiego gracza? Czy moze on zagwarantowaé sobie
wygrang?



2. Ktory gracz ma strategie wygrywajaca, jesli na stosie poczatkowo znajdowatyby sie 22
zapalki?

3. Spréobuj uogdlni¢ swoje obserwacje dla gry z n zapaltkami. Ktory gracz ma strategie wy-
grywajaca dla danego n? Jaka jest to strategia?

Zadanie 2 (gra w czekolade)

Do gry potrzebujemy prostokatna tabliczke czekolady, na przyktad zawierajaca 5x8 czekoladek.
Kawatek czekolady w jednym narozniku jest zatruty.

Gracze na zmiane przecinaja czekolade wzdtuz dowolnej prostej (pionowej lub poziomej)
wzdtuz linii oddzielajacej poszczegdlne kawaltki, a nastepnie zjada czes¢ czekolady bez zatrutego
kawaltka. Gracz, ktory zostanie na poczatku swojej kolejki z zatrutym kawatkiem, przegrywa.

1. Ktéry z graczy (pierwszy czy drugi) ma strategie wygrywajaca? Jaka jest ta strategia?
Wskazowka: Zastanow sie, ktory gracz mialby strategie wygrywajgcg, jesli tabliczka mialaby
ksztalt kwadratu?

2. Czy ten sam gracz bedzie mial strategie wygrywajaca dla tabliczki czekolady o dowolnym
rozmiarze?

Zadanie 3 (twierdzenie Zermelo)

Czy ponizsze gry zgodnie z Twierdzeniem Zermelo sg zdeterminowane?

a) Gra w zapalki z Zadania 1,

b

Gra w papier, kamien, nozyce,

d) Makao,

€

)
)

¢) Monopoly,
)
) Warcaby,
)

f) Pitkarzyki.

Zadanie 4 (magiczne karty)

W grze wykorzystuje si¢ kwarty ponumerowane od 1 do 9. Dwoch graczy na zmiane wybiera po
jednej karcie. Jesli gracz pod koniec swojej kolejki bedzie miat na rece trzy karty, ktére sumuja
sie do 15, to wygrywa. Gra trwa do momentu az jeden z graczy wygra lub nie pozostanie wiecej
kart na stole. Ktéry z graczy ma w tej grze strategie wygrywajaca?

Zadanie 5 (gra w podgrupy)

Rozwazmy nastepujaca gre dla dwoch graczy. Poltdzcie na tawce stos 20 zapatek. Nastepnie
pierwszy gracz dzieli je w dowolny sposéb na dwa stosy (np. jeden stos z 15 zapatkami i drugi z
5 zapatkami). Nastepnie kolejny graczy wybiera dowolny stos i dzieli go na dwa mniejsze stosy.
Gracze na zmiane wybieraja jeden stos i dzielg go na dwa az do momentu kiedy nie bedzie
wiecej mozliwych ruchéw (tzn. na kazdym stosie bedzie tylko jedna zapalka).

Rozegraj gre z sasiadem z tawki, a nastepnie sprobuj odpowiedzie¢ na ponizsze pytania.

e Ktéry gracz ma strategie wygrywajaca?

e Jaka jest ta strategia wygrywajaca?



Zadanie 6 (Kotko i krzyzyk wersja 2.0)

Rozwazmy gre na standardowej planszy do gry w koétko i krzyzyk. W swojej turze gracz stawia
doktadnie jedno kotko i doktadnie jeden krzyzyk (Wyjatkiem jest sytuacja, w ktorej zostaje
tylko jedno wolne polne na planszy. Wowczas gracz, ktérego jest tura stawia dowolny symbol w
wolne pole.) Gre rozpoczyna gracz pierwszy. Gracz pierwszy wygrywa jesli w pewnym momencie
na planszy znajda sie trzy kotka w jednej linii i wowczas gra sie konczy. Gracz drugi wygrywa
gdy w jednej linii utoza sie trzy krzyzyki. Jesli zaden z graczy nie wygral, a wszystkie pola sa
zapelione nastepuje remis.

a) Czy w tej grze istnieje strategia wygrywajaca dla ktéregos z graczy?

b) Jesli odpowiedz w podpunkcie a) jest twierdzaca, to ktory gracz ma strategie wygrywajaca
i jak ta strategia wyglada?

Zadanie 7 (nieskonczone kétko i krzyzyk)

Rozwazmy gre w koétko i krzyzyk na nieskonczonej kartce w kratke. Gracze w turach nanosza
kotka i krzyzyki w wolne kratki. Wygrywa gracz, ktory jako pierwszy ustawi nieprzerwany
taiicuch doktadnie pieciu swoich symboli (kétek lub krzyzykéw) ciagiem w jednej linii (poziomej,
pionowej lub po przekatnej).

Udowodnij, ze drugi gracz nie moze mie¢ strategii wygrywajace;j.

Zadanie 8 (pionek na szachownicy)

Dwoéch graczy gra na szachownicy o wymiarze 5 x 5. Pionek umieszczony jest poczatkowo w
lewym dolnym rogu szachownicy. W kazdej turze gracz moze przemiesci¢ pionek o jedno lub
da miejsca w prawo, lub na pierwsze pole po lewej stronie w rzadku wyzej. Przygrywa gracz,
ktory nie moze wykonaé¢ wiecej ruchow.

Ktory z graczy ma strategie wygrywajaca?
Wskazowka: Zacznij od rozwazania gry na szacownicy z jedynym rzedem (1 x5).

Zadanie 9 (szachy 1D)

Rozwaz 1-wymiarowy wariant szachoéw. Biora w nich udziat trzy rodzaje pionkéw, krol, skoczek
(kon) i wieza, ustawione poczatkowo tak jak na ilustracji.

SHE NEAE

Biale zaczynaja. Tak jak w tradycyjnych szachach, gracze w kazdej turze moga przesunaé
jedna ze swoich figur.

e Krola mozna przemiesci¢ si¢ o jedno pole w dowolnym kierunku.

e Skoczka mozna przesunaé¢ o dwa pola do przodu lub do tyhu, przeskakujac przez pionek
jesli znajduje sie na jego drodze.

e Wieze mozna przesuna¢ wzdtuz linii prostej na dowolna odlegltosé.



Jesli pionek skonczy ruch na pionku przeciwnika, ten jest zdejmowany z planszy. Wygrywasz
kiedy ustawié¢ pionki w takiej pozycji, zeby zagrozi¢ krélowi (zaszachowaé go), i jednoczesnie
kiedy przeciwnik nie ma mozliwosci ruchu, ktory by pozwolit ochronié¢ krola.

Pokaz, jak gracz bialy moze zagwarantowac sobie zwyciestwo.

Wskazowka: Mozna to przedstawic graficznie, rozrysowujgc poszczegdlne ruchy bialego gracza oraz
mozliwe odpowiedzi gracza czarnego gracza w formie grafu (drzewa).

3 Zadania domowe

Zadanie 10 (2 punkty)

Rozwazmy nastepujaca wersje gry w czekolade. Lewy gorny kawatek czekolady jest otruty.
Dwoch graczy na zmiane wybiera jeden kawatek czekolady i zjada wszystkie kawalki czekolady
znajdujace si¢ w dot i na prawo od danego kawalka (patrz Rysunek . Przegrywa gracz, ktory
zostanie z ostatnim zatrutym kawatkiem czekolady.

Rysunek 1: Przyktadowa rozgrywka

1. Ktory gracz ma strategie wygrywajaca w przypadku czekolady o wymiarach 2 x 27 Jaka
jest to strategia?

2. Ktory gracz ma strategie wygrywajaca w przypadku czekolady o wymiarach 3 x 27 Jaka
jest to strategia?

Zadanie 11 (2 punkty)

Rozwazmy gre w czekolade z poprzedniego zadania w przypadku kwadratowej czekolady o
wymiarach nxn, gdzie n jest pewng liczbg catkowitg. Ktory gracz ma w tym wypadku strategie
wygrywajaca? Jaka jest to strategia?

Zadanie 12 (2 punkty)

Rozwazmy gre w czekolade z poprzedniego zadania w przypadku kwadratowej czekolady o
wymiarach 2xn, gdzie n jest pewng liczba catkowity. Ktory gracz ma w tym wypadku strategie
wygrywajaca? Jaka jest to strategia?

Zadanie 13 (2 punkty)

Rozwazmy gre w czekolade z poprzedniego zadania dla czekolady o dowolnym wymiarze n x
m. Jest to ciekawy przyktad gry, w ktérej mozna matematycznie udowodnié, ktory gracz ma
strategie wygrywajaca, jednak strategia wygrywajaca nie jest znana w ogdélnym przypadku
(podobnie jak w grze Hex oméwionej na pierwszym wyktadzie).

Ktory z graczy ma zawsze strategie wygrywajaca? Udowodnij to twierdzenie.
Wskazowka: Przypomnij sobie argumentacje, ktorey uzylismy w przypadku gry Hex.
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