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1 Podsumowanie wykladu

1.1 Strategie mieszane i twier-

dzenie Nasha

W strategiach mieszanych, graczy okresla
prawdopodobienstwo, z ktorym wybiera kazda
ze strategii czystych. Przyktadem jest strate-
gia gracza w grze w papier, kamien, nozyce, w
ktorej gracz wybiera z prawdopodobienstwem
1 papier, z 3 kamieri i z prawdopodobienistwem

1 .
3 nozyce.

Réwnowaga Nasha w strategiach miesza-
nych wystepuje wtedy, kiedy zaden z graczy
nie moze zwiekszy¢ wartosci oczekiwanej swo-
jej wyplaty poprzez zmiane stosowanej przez
niego strategii. Zgodnie z Twierdzeniem Na-
sha kazda gra ma co najmniej jedng rownowa-
ge Nasha w strategiach czystych lub miesza-
nych. Twierdzenie to dotyczy to gier o skon-
czonej dtugosci ze skonczong liczba graczy i
strategii.

1.2 Przyklad: polowanie na jele-
nia

Na wyktadzie pokazalismy, jak znajduje sie
stany rownowagi Nasha w strategiach miesza-
nych na przyktadzie gry ”Polowanie na jele-
nia”, ktora jest opisana za pomoca macierzy
wyplat przedstawionej ponizej:

Gracz B
Jelen Zajac
Jelen | 4 /4] 0/2
Gracz
Zajac |2 /0] 2 /2

Wezesniej pokazaliSmy, ze w grze wystepu-
ja dwa stany réwnowagi Nasha w strategiach
czystych: obaj gracze poluja na jelenia, oraz
obaj gracze poluja na zajace. Teraz poszukamy
stanu réwnowagi Nasha w strategiach miesza-
nych.

Oznaczmy prawdopodobienstwo, ze gracz
A zapoluje na jelenia jako p. Okreslamy war-
tos¢ oczekiwang dla gracza B:

e jesli zapoluje na jelenia: F(Vg) = 4p.
e jedli na zajaca: E(Vp) = 2.

W stanie rownowagi Nasha w strategii mie-
szanej obu strategiom powinna odpowiadaé ta
sama wartos¢ oczekiwana (tylko wéwczas gracz
nic nie zyska na zmianie strategii czystej na
strategie mieszang). Ten warunek jest spetnio-
ny kiedy

dp =2

a zatem dla p = 5. Czyli jesli gracz A poluje na
jelenia z prawdopodobienstwem rownym %, to
warto$¢ oczekiwana gracza B wyniesie 2, nie-
zaleznie od stosowanej przez niego strategii. W
analogiczny sposob mozemy pokazac, ze jesli
gracz B poluje na jelenia z prawdopodobien-
stwem rownym q = %, to wartos¢ oczekiwana
gracza A wyniesie 2 niezaleznie od stosowanej



przez niego strategii. Zatem stan, w ktorym
kazdy graczy poluje na jelenia z prawdopodo-
bienstwem 50% jest stanem réwnowagi Nasha.
Jest to jedyny w tym przyktadzie stan réwno-
wagi Nasha w strategiach mieszanych.

Alternatywnie, powyzszy wniosek mozna
wyciggnadé zapisujac rownanie na wartosé ocze-
kiwang dla gracza B w ogélnym przypadku
kiedy poluje on na jelenia z prawdopodobien-
stwem g. Wynosi ona:

E(Vg) =4pq+2(1-q)
Po przeksztatceniu otrzymujemy:
E(Va) =4pq+2-2q=(4p-2)q+2

Wartos¢ wyptaty dla gracza B jest niezalez-
na od stosowanej przez niego strategii ¢, kiedy
p =1, co jest zgodne z naszym poprzednim ro-
zumowaniem.

1.3 Zadania

Zadanie 1

Dwoch graczy gra w gre, w ktorej kazdy gracz
wybiera orta (O) lub reszke (R). Jesli obaj gra-
cze dokonajg identycznego wyboru, Gracz A
wygrywa 1$ od Gracza B. Jesli ich wybory sa
inne, to Gracz B wygrywa 1$ od Gracza A.

1. Zapisz macierz wyptat w tej grze.

2. Wyjasnij, czy w tej grze istnieja réwno-
wagi Nasha w strategiach czystych.

3. Znajdz stan rownowagi Nasha w strate-
giach mieszanych.

4. Czy jest to jedyny stan rownowagi Na-
sha? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 2

Zakochana para chciataby razem spedzi¢ so-
bote, ale majg inne preferencje spedzania wol-
nego czasu. Chtopak woli p6js¢ na mecz pitki
noznej, a dziewczyna woli p6j$¢ na balet. Jesli
oboje p6jda na pitke, chtopak dostanie 2 punk-
ty, a dziewczyna 1 punkt. Jesli oboje p6jda na
balet, to dziewczyna dostanie 2 punkty, a chto-
pak 1 punkt. Jesli wybiora inne zajecia, to ich
wyptata wyniesie 0.

1. Przedstaw te sytuacje za pomocg macie-
rzy wyplat.

2. Okresli stany rownowagi Nasha w strate-
giach czystych.

3. Zbadaj czy istniejg stany réwnowagi Na-
sha w strategiach mieszanych.
Wskazowka: Kazdy z graczy moze kierowac
sie 1mng strategiq.

Zadanie 3

Na poprzednich zajeciach omoéwiliSmy przy-
ktad brytyjsiego teleturnieju Golden Balls, w
ktorego finale dwoch uczestnikéw musiato pod-
ja¢ niezaleznie od siebie decyzje, czy chcg sie
podzieli¢ wygrana, czy zabra¢ calag wygrang
dla siebie. Skonstruowaliémy macierz wyptat
(patrz tabela ponizej). Zbadaj wystepujace w
tej grze strategie mieszane.

Zadanie 4

Przypomnijmy sobie przyktad z poprzedniej
pracy domowej. Adam i Bartek przeprowadzili
sie do Warszawy i zastanawiaja sie nad wynaj-
mem mieszkania. Rozwazaja trzy oferty: mata i
Srednig kawalerke lub wieksze mieszkanie. Mo-
ga sie zdecydowaé na wspoélny wynajem miesz-
kania, albo wynajecie dwoch réznych mieszkan.

Przedstawmy ich preferencje za pomoca
ponizszej macierzy wyptat. W kazdej komor-
ce, wptaty po lewej dotycza Adama, a wyplaty
po prawej dotycza Bartka.

Okresl wszystkie cztery mozliwe rownowagi
Nasha w strategiach mieszanych.

Zadanie 5

Rozwazmy nastepujaca gre dla dwoch graczy.
Kazdy z graczy wybiera dowolng liczbe natu-
ralng. Gracz, ktéry wybierze wyzsza liczbe wy-
grywa gre (zdobywa +1 punkt), a gracz, ktéry
wybierze nizsza liczbe przegrywa (zdobywa —1
punkt). Jesli obaj gracze wybiora ta sama licz-
be, to gra konczy sie remisem (gracze dostaja
0 punktow).

1. Czy w tej grze istnieje strategia réwno-
wagi Nasha w strategiach czystych?



A wybiera SPLIT

A wybiera STEAL

B wybiera SPLIT B wybiera STEAL

A wygrywa 5k A wygrywa 0
B wygrywa bk B wygrywa 10k

A wygrywa 10k A wygrywa 0
B wygrywa 0 B wygrywa 0

Tabela 1: Macierz wyptat dla teleturnieju Golden Balls

malg kawalerke

Bartek wybiera
srednig kawalerke duze mieszkanie

Ad maty kawalerke -1,-1 1,2 1,0
Wyb?é?a érednia kawalerke 2,1 0,0 2,0
duze mieszkanie 0,1 0,2 3,3

Tabela 2: Macierz wyptat dla zamieszkania Adama i Bartka

2. Czy w tej grze istnieje strategia réwno-
wagi Nasha w strategiach mieszanych?

3. Czy gre ta mozna opisa¢ za pomocy
Twierdzenia Nasha?

Zadanie 6

Ania i Bartek grajg w prosta gre hazardows.
Na poczatku gry, Ania i Bartek wptacaja do
puli po jednym zetonie.

Nastepnie Ania losowo ciggnie jedng z
dwoch kart, dwojke lub asa. Ania wie jaka kar-
te wyciagneta, jednak nie zdradza tej informa-
cji Bartkowi. Moze nastepnie zdecydowaé czy
chce zwiekszy¢ stawke, dodajac dodatkowe 8
zetonow do puli, czy spasowac. Jesli spasuje,
Bartek wygrywa wszystkie zetony w puli (lacz-
nie dwa zetony). W przeciwnym razie to Bar-
tek musi zdecydowac czy takze chce doda¢ 8
swoich zetonéw do puli, czy chce spasowac.

Jesli Bartek spasuje, to Ania wygrywa
wszystkie zetony w puli (9 ktore tacznie wpla-
cita i 1 zeton wplacony na poczatku przez
Bartka). W przeciwnym razie Ania odstania
swoja karte. Jesli Ania miata asa, to ona wy-

2 Praca domowa

Zadanie 7 (1 punkt)

grywa wszystkie 18 zetondéw w puli. Jesli jed-
nak Ania ma "dwojke” to Bartek wygrywa
wszystkie 18 zetonéw w puli.

Zat6zmy, ze Ania i Bartek przyjeli nastepu-
jaca strategie czysta:

e Jedli Ania dostaje "dwojke”, to zawsze
pasuje.

e Jedli Ania dostaje "asa”, to zawsze pod-
wyzsza stawke.

e Bartek, znajac strategie Ani, zawsze pa-
suje kiedy Ania podwyzsza stawke.

1. Ile wynosi warto$¢ oczekiwana wygranej
Ani dla powyzej opisanej strategii?

2. Wyjasnij, dlaczego powyzej opisana stra-
tegia nie jest stanem réwnowagi Nasha.

3. Znajdz stan réwnowagi Nasha w strate-
giach mieszanych.

4. Okresl, jaka jest warto$¢ oczekiwana wy-
granej Ani w stanie réwnowagi Nasha.

the-surprising-psychology-rock-paper-scissors),

W grze w paper, kamien, nozyce W pierwszym

Wedtug statystyk (https://www.psychologytodaguchu gracze wybieraja:

com/intl/blog/the-blame-game/201504/


https://www.psychologytoday.com/intl/blog/the-blame-game/201504/the-surprising-psychology-rock-paper-scissors
https://www.psychologytoday.com/intl/blog/the-blame-game/201504/the-surprising-psychology-rock-paper-scissors
https://www.psychologytoday.com/intl/blog/the-blame-game/201504/the-surprising-psychology-rock-paper-scissors

e kamien z prawdopodobienstwem 35%,
e nozyce z prawdopodobienstwem 35%;,

e papier z prawdopodobienstwem 30%.

Zaktadajac, ze te strategie mieszang stosu-
je Twoj przeciwnik, jaka strategie powinienes
przyja¢? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 8 (2 punkty)

Pokaz, ze w dylemacie wieznia nie ma innych
strategii niz strategie czyste.

Gracz B
wspoltpracuje zdradza
E wspoOlpracuje -1/-1 -10/0
& zdradza | 0/ -10 5/-5

Zadanie 9 (3 punkty)

Rywalizujacy piraci Jack i Barbossa odkryli, ze
dwie sasiednie wyspy zawierajg zakopane skar-
by. Na pierwszej wyspie znajduje si¢ skrzynia
zawierajaca 6 sztabek ztota. Na drugiej wyspie
— skrzynia zawierajaca 4 sztabki ztota.
Niestety koncza sie im zapasy zywnosci i
rumu, wiec zdotaja poptynaé jedynie na jedna

szczepionke 1

z tych wysp. Kazdy z piratow musi zdecydo-
wal niezaleznie od drugiego, na ktérg wyspe
poptyna. Jednak jesli zdecyduja si¢ poptynaé
na te sama wyspe, to beda musieli podzieli¢ si¢
po réowno wykopanym skarbem.

1. Przedstaw opisang sytuacje za pomocg
macierzy wyptat. Wyptata kazdego gra-
cza jest liczba zdobytych sztabek zlota.

2. Zmajdz wszystkie stany réwnowagi Na-
sha w strategiach czystych i mieszanych.

Zadanie 10 (6 punktow)

Rozwazmy dwie konkurujace firmy farmaceu-
tyczne, ktore moga zainwestowaé¢ srodki w
opracowanie szczepionki typu 1, 2 lub 3. Na
szczepionke typu 1 jest najwiekszy popyt, ale
z kolei firmy wolalyby nie wypuszcza¢ na rynek
dwdéch podobnych szczepionek, co zmniejszyto-
by ich sprzedaz.

Ponizsza macierz przedstawia wyptaty dla
kazdej z firm w zalezno$ci od tego, w jaka szcze-
pionke zainwestuje. W kazdej komoérce, wptaty
po lewej dotyczg firmy A, a wyptaty po prawej
dotycza firmy B.

Okresl wszystkie stany rownowagi Nasha w
strategiach mieszanych.

Firma B zainwestuje w
szczepionke 2 szczepionke 3

_ szczepionke 1 2,2 4,4 4,6

Firma A .
zainwestuje w szczepionke 2 4,4 2,2 4,6
szczepionke 3 6,4 6,4 3,3

Tabela 3: Macierz wyptat dla konkurencji firm farmaceutycznych
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