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1 Podsumowanie wykladu

Na poczatku wyktadu rozwazyliSmy dylemat
wieznia, dla ktérego macierz wyplat wygla-
da nastepujaco:

B wspéipracuje B zdradza
A wspéloracuie A dostaje 1 A dostaje 10
poip J B dostaje 1 B dostaje 0
A dostaje 0 A dostaje 5
A zdradza B dostaje 10 B dostaje 5

Roéwnowaga Nasha okreslamy taki profil
strategi kazdego z graczy, przy ktérym zaden
7z graczy nie moze podwyzszy¢ swojej wyptaty
przez zmiane stosowanej przez niego strategii.

Mozemy mie¢ réwnowagi Nasha w stra-
tegiach czystych lub strategiach mieszanych.
Strategie czyste to takie strategie, w ktérych
gracz wykonuje jedng ustalong akcje. Przykta-
dem jest strategia gracza, ktory w dylemacie
wieznia zawsze zeznaje.

W tym przyktadzie réwnowaga Nasha jest
stan, w ktorym obaj gracze zdradzaja sie na-
wzajem, otrzymujac po 5 lat wyroku. Gdyby
dowolny z graczy zmienit swoja strategie na
wspotprace, to dostatby 10 lat wyroku, wiec
zmiana ta dla kazdego z graczy jest niekorzyst-
na.

Zwroé uwage, ze ten stan réwnowagi Na-
sha jest mniej korzystny od sytuacji, w ktorej
wiezniowie by ze sobg wspotpracowali. Jednak
nie jest to stan rownowagi Nasha, poniewaz, w

tym wypadku kazdy z graczy skorzystatby na
zmianie strategii na zdrade, skracajac wyrok
z 5 lat do 0. Znajdujac stany rownowagi Na-
sha warto narysowac strzatki ilustrujace, ktore
zmiany strategii sa dla graczy korzystne:

B zdradza
A dostaje 10
B dosjaje 0
A doMaje 5
B dostaje 5

B wspotpracuje
A dostaje 1
B dogtaje 1 7
A do¥aje 0|
B dostaje 10

A wspélpracuje

A zdradza

1.1 Zadania

Zadanie 1

Zagrajcie w nastepujaca gre. Kazdy z was mu-
si, bez kontaktowania si¢ z innymi graczami,
wybraé licze rzeczywista pomiedzy 0 a 100 (z
0 i 100 wlacznie). Gre wygrywa gracz, ktory
poda warto$¢ najblizsza 2/3 wartosci $redniej
podanych przez pozostatych graczy.

Po rozegraniu gry przedyskutujcie jej wy-
nik, poréwnujac go do stanu rownowagi Nasha
dla tej gry.

Zadanie 2

W  brytyjskim teleturnieju ” Golden Balls”,
dwoch finalistow rywalizowato o gtéwng nagro-
de finansowa, np. 10 tysiecy funtéw. finatowe;
rozgrywce kazdy z nich dostawal do wyboru
dwie kule — jedng z napisem " SPLIT”, a dru-
ga z napisem "STEAL”. Kazdy z nich musi



niezaleznie zdecydowac¢ czy chce si¢ podzieli¢
wygrang ze wspolzawodnikiem, czy tez wola
zabra¢ wszystkie pieniadze dla siebie. Po krot-
kiej rozmowie z rywalem muszg oni niezaleznie
od siebie wybiera¢ odpowiednig kule.

Jesli obaj gracze wybiora kule z napisem
SPLIT, to kazdy z nich dostanie polowe wy-
grane (5 tysiecy funtéow). Jesli tylko jeden z
nich wybierze kule z napisem STEAL, to zgar-
nie on catg kwote 10 tysiecy funtéw, a drugi
gracz odejdzie z niczym. Jednak jesli obaj gra-
cze zdecydujg sie ukrasé wszystkie pieniagdze
od rywala, to wowczas traca catyg wygrana.

1. Zagraj w te gre z innym uczestnikiem.
Przed podjeciem decyzji mozecie odby¢
ze sobg l-minutowg rozmowe i ustalié¢
strategie. Zamiast kuli mozesz postuzy¢
sie moneta ktadac ja odpowiednig strong
do gory (orzet = SPLIT, reszka = STE-
AL).

2. Narysuj macierz wyptaty dla kazdego z
graczy.

3. Okredl stany réwnowagi Nasha w tej
grze.

Ciekawostka: Zwykle finalisci tego tur-
nieju nawzajem przekonywali rywala do te-
go, ze sa chetni podzieli¢ sie wygrang, ale nie
raz zdarzalo sie, ze mimo zapewnien zawod-
nicy decydowali sie o zabranie catej nagrody
dla siebie. Pewnego razu jednak pewien pomy-
stowy gracz teleturnieju przechytrzyt system.
Polecam wam obejrze¢, jak to zrobil na tym
filmie: https://www.youtube.com/watch?v=
S0qjK3TWZE8&ab_channel=spinout3. Zasta-
now sie jak jego strategia wplyneta na macierz
wyptat.

Zadanie 3

Chtopak i dziewczyna nie mogg sie dogadac,
w jaki sposéb spedza sobote. Rozwazaja trzy
opcje: pdjs¢ na balet, pdjs¢ na mecz lub zo-
sta¢ w domu. Chtopak najchetniej poszediby
na mecz, a dziewczyna na balet, ale najchet-
niej spedziliby czas razem.

Przedstawmy te sytuacje za pomoca naste-
pujacej macierzy wyptat. W kazdej komorce
wyplaty po lewej dotycza dziewczyny, a wy-
ptaty po prawej dotycza chlopaka.

Chtlopak wybiera

balet mecz dom

Diiewezvna balet | 4,2 1,1 | 0,0

YN ez 1,1 | 2,4 | 1,0
wybiera

dom | 0,0 0,1 1,1

Jakie sa stany rownowagi Nasha w strate-
giach czystych?

Zadanie 4

Teoria gier znajduje zastosowania przy opisy-
waniu interakcji miedzy firmami. Rozwazmy
dwie konkurujgce firmy farmaceutyczne, kto-
re moga zainwestowaé¢ Srodki w opracowanie
leku 1, 2 lub 3. Ponizsza macierz przedstawia
wyplaty dla kazdej z firm w zaleznosci od te-
go, w jaki lek zainwestuje. W kazdej komorce,
wptlaty po lewej dotycza firmy A, a wyptaty po
prawej dotycza firmy B.

Firma B opracowuje

lek1 lek 2 lek 3
lek1| 3,3 6,4 6,2

Firma A ’ ’ ’
opracowuje lek 2 | 4,6 2,2 4,2
lek 3| 2,6 2,4 1,1

Okredl stany réwnowagi Nasha w strate-
giach czystych. Jakie wnioski mozna stad wy-

ciggnac?

Zadanie 5

W ekonomii, poza poznanym na wyktadzie po-
jeciem rownowagi Nasha, czesto uzywa sie po-
jecia efektywnosci w sensie Pareta. Mowimy,
ze stan gry jest optymalny w sensie Pareto,
jesli nie jest mozliwa zmiana strategii stoso-
wanych przez graczy, przy ktorej co najmniej
jeden gracz osiggnie wyzsza wyplate, oraz wy-
ptata zadnego z pozostalych graczy nie ulegnie
zmniejszeniu.

Okresl, ktore stany sg optymalne w sensie
Pareto w:

a) dylemacie wieznia,


https://www.youtube.com/watch?v=S0qjK3TWZE8&ab_channel=spinout3
https://www.youtube.com/watch?v=S0qjK3TWZE8&ab_channel=spinout3

b) grze w dobra publiczne,

c¢) sposobie na spedzenie soboty z Zadania
3.

d) konkurencji miedzy firmami farmaceu-
tycznymi z Zadania 4.

Zadanie 6

W tym zadaniu za pomoca teorii gier opiszemy
wybory prezydenckie. Graczami beda obywa-
tele, ktorzy moga zdecydowadé czy chca pojsé
oddac¢ gtos w wyborach, czy nie. Wygrywa kan-
dydat, na ktorego zostanie oddane wigcej glo-
SOW.

Zalézmy, ze mamy tacznie N graczy, spo-
srod ktorych doktadnie potowa popiera kandy-
data A i potowa popiera kandydata B. Wypta-
ta dla kazdego gracza jest uzalezniona od tego
kto wygra wybory:

e jesli popierany przez nas kandydat wygra
wybory dostajemy +10 punktow,

e jesli popierany przez nas kandydat prze-
gra wybory dostajemy —10 punktow,

e w przypadku remisu dostajemy 0 punk-
tow.

Ponadto wszyscy gracze, ktorzy pojda za-
glosowaé, dostaja dodatkowy -1 punkt ze
wzgledu na fatyge.

1. Zbadaj istniejace stany rownowagi Nasha
w tej grze.

2. Czy ten sam stan/y réwnowagi Nasha
wystapi/a, jesli kandydat A bedzie po-
pierany przez wiecej graczy niz kandydat
B?

Zadanie 7

Teorie gier mozna zastosowac do opisu tras wy-
bieranych przez kierowcow, co moze pomoc w
planowaniu rozbudowy sieci drogowe;.
Rozwazmy nastepujacy scenariusz. Co-
dziennie 4000 kierowcoOw chce sie przemiescié

pomiedzy dwoma miastami potaczonymi dwie-
ma drogami. Czes¢ tych drog jest bardzo szero-
ka, i czas jazdy nimi nie zalezy od liczby samo-
chodéw — wynosi on 45 minut. Na pozostalym
odcinku droga jest waska i przy duzym nate-
zeniu ruchu samochody musza zwalnia¢. Czas
przejazdu ta droga mozna obliczyé ze wzoru
1—%’0, gdzie T to liczba kierowcow, ktora zdecy-
duje sie przejechac¢ ta droga. Sie¢ drég przed-
stawia Schemat A.

t=T/100

Schemat A

Kierowcoéw mozna traktowaé jako graczy, a
akcjami w tej grze jest wybor trasy. Przyjmij,
ze kazdy z kierowcow wybiera trase, w taki spo-
sob, aby przejechaé¢ z jednego miasta do dru-
giego w jak najkrotszym czasie.

1. Jaki jest stan réwnowagi Nasha w tej
grze? Ile zajmuje przejazd miedzy mia-
stami dla tego stanu?

2. W celu skrocenia czasu przejazdu, pla-
nowane jest otwarcie utworzenie dodat-
kowego potaczenia ekspresowego miedzy
trasami, tgczgcego punkt A i B, jak na
Rysunku ??. Samochody beda mogty
przejechaé tg trasg miedzy punktem A
i B w stalym czasie rownym 1 minucie.

Jaki teraz bedzie stan rownowagi Na-
sha? Ile zajmuje przejazd miedzy miasta-
mi po zbudowaniu nowej drogi? Czy jest
to optacalna inwestycja?

Schemat B



Zadanie 8

Rozwaz nastepujaca macierz wyptat, gdzie x
jest pewna liczba rzeczywista.

Gracz B
akcja 1 akcja 2
akcja 1 0,0 r+2,x+1
Gracz A a2 [2-2. 21 1,1

Dla jakich wartosci parametru x wystepuja
doktadnie dwa stany rownowagi Nasha w stra-
tegiach czystych?

Zadanie 9

Skonstruuj macierz wyptaty o wymiarze 2 x 2
z parametrem x, taka, ze w zaleznosci od war-
tosci parametru x w strategiach czystych wy-
stepuja: 2 stany rownowagi Nasha, 1 stan row-
nowagi Nasha i 0 stanéw rownowagi Nasha.

Zadanie 10

Rozwazmy gre, w ktorej dwoch graczy rozgry-
wa 100 razy gre w dylemat wieznia. Gracze
daza do osiggniecia jak najwyzszej tacznej wy-
platy we wszystkich grach. W kazdej rundzie
gracze moga podejmowacé decyzje na bazie po-
przednich rund. Obaj gracze wiedza, ze gra
skonczy sie po 100 rundach.

Czy zwigkszenie liczby rund do 100 wpty-
nie na strategie dla stanu réwnowagi Nasha?
Odpowiedz uzasadnij.

2 Praca domowa

Zadanie 11 (1 punkt)

Adam i Bartek przeprowadzili sie do Warszawy
i zastanawiajg si¢ nad wynajmem mieszkania.
Rozwazaja trzy oferty: mala i érednia kawa-
lerke lub wieksze mieszkanie. Moga sie zdecy-
dowa¢ na wspdolny wynajem mieszkania, albo
wynajecie dwoch réoznych mieszkan.

Przedstawmy ich preferencje za pomoca
ponizszej macierzy wyptat. W kazdej komor-
ce, wplaty po lewej dotyczg Adama, a wyplaty
po prawej dotycza Bartka.

Bartek wybiera

malg $rednig duze

kawalerke kawalerke mieszkanie

malg
Adam ke[;walerk@ - 1 s 1 1 5 2 1 0
wybiera $rednig
kawalerke 27 ]. 0, 0 2 0
duze
mieszkanie 07 1 07 2 37 3

Okresl wszystkie stany rownowagi Nasha w
strategiach czystych.

Zadanie 12 (1 punkt)

Okregl, ktore stany sg optymalne w sensie Pa-
reto (patrz Zadanie 7) w sytuacji opisanej w
poprzednim zadaniu.

Zadanie 13 (2 punkty)

Rozwazmy konkurs, w ktérym kazdy z dwoch
graczy niezaleznie od siebie wybiera liczbe po-
miedzy 0 a 100. Obaj gracze dostaja liczbe
punktéw réwng nizszej z podanych przez nich
wartosci. Ponadto gracz, ktéry poda wyzsza
warto$¢, musi oddac¢ drugiemu 2 swoje punkty.
Okresl stany réwnowagi Nasha w tej grze.

Zadanie 14 (3 punkty)

Rozwaz nastepujaca macierz wyptat, gdzie x
jest pewna liczba rzeczywista.

Gracz B
akcja 1 akcja 2
akcja 1 2,2 x, -1
Gracz A a2 [T-z. 1] 0.0

Dla jakich wartosci parametru x wystepuje
doktadnie jeden stan réwnowagi Nasha w stra-
tegiach czystych?

Zadanie 15 (3 punkty)

Rozwaz zmodyfikowane zadanie 7 podpunkt B,
w ktorym czas przejazdu z punktu A do punk-
tu B wynosi 10 minut. Opisz nowy stan réwno-
wagi Nasha. Ile czasu zajmuje kierowcom prze-
jazd z punktu A do punktu B?
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