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1 Podsumowanie wykladu

1.1 Wprowadzenie do teorii

gier

W  kontekécie teorii gier, za pomoca po-
jeciem "gier” opisuje sie sytuacji konflik-
tu/kooperacji pomiedzy jej uczestnikami. Nie-
zbednymi elementami gier sa:

e gracze (co najmniej dwoch), ktérzy be-
da podejmowac decyzje o wyborze akcji
w grze,

e akcje, pomiedzy ktérymi gracze moga
wybieraé, oraz

e funkcja wyptaty, ktora okresla wynik
kazdego z graczy w zaleznosci od wy-
branych przez nich akcji.

Przyktadem moze byé¢ gra w ”paper, ka-
mien, nozyce”, w ktérej mamy dwoch graczy,
ktorzy podejmuja decyzje o tym czy poka-
za¢ papier, kamien czy nozyce. Ich mozliwy-
mi strategiami jest na przyktad wybor kamie-
nia (tzw. strategia czysta), albo wybér papie-
ru, kamienia i nozyc z réwnym prawdopodo-
bienstwem (tzw. strategia mieszana). Wypla-
tg gracza moze by¢ +1, jesli wygraja gre, —1
jesli przegraja gre, lub 0 jesli zremisuja.

W tym przyktadzie suma wyptat obu gra-
czy zawsze sumuje sie do zera. Takie gry na-
zywamy grami o sumie zerowej.

1.2 Typy gier
Na wyktadzie wyr6znilismy dwa typy gier:

e Gry w postaci normalnej, w ktorych
gracze wykonuja ruchy jednoczesnie nie
znajac akcji wybranych przez pozosta-
tych graczy (np. papier, kamien, nozy-
ce). Takie gry przedstawia sie zwykle za
pomoca tzw. macierzy wyptat:

Gracz A
papier nozyce kamien
M papier | 0,0 -1,1 1,-1
S nogyce | 1,-1 | 0,0 -1,1
&5 kamien | -1,1 -1,1 0,0

e Gry w postaci ekstensywnej, w kto-
rych gracze wykonuja akcje po kolei,
znajac akcje wykonane przez pozosta-
tych graczy (np. gra w kotko i krzyzyk).
Gry takie przedstawia sie zwykle za po-
moca tzw. drzewa gry:

1.3 Strategia minimax

W przypadku gier sekwencyjnych o sumie ze-
rowej najlepsza strategia jest tzw. strategia
minimax. Polega ona na wyborze takich ak-
¢ji, dla ktérych minimalizujemy maksymalne
mozliwe straty (lub maksymalizujemy mini-
malny zysk). Przyktadowo w grze opisanej za
pomoca nastepujacej macierzy wyptat:



Gracz B
bron zamku uciekaj
E atak na zamek 0/0 3/-3
g pladruj miasto 1/-1 1/-1

Jesli gracz A wykona akcje plgdruj mia-
sto, to najnizsza wyptata, ktéra moze uzy-
ska¢, wynosi +1. W przypadku wyboru akcji
atak na zamek wynosi ona 0. Zatem strategia
minimax dla gracza A jest akcja pladrowania.

Spoéjrzmy na ta gre z punktu widzenia gra-
cza B. Jesli gracz B wykona akcje bron za-
mek, to najnizsza wyplata, ktorag moze uzy-
ska¢, wynosi —1. W przypadku wyboru akcji
opu$¢ zamek wynosi ona —3. Zatem strategia
minimax dla gracza B jest akcja bron zamek.

W obu przyktadach dochodzimy do stra-
tegii, w ktorej gracz A otrzymuje wyptate +1,
a gracz B wyptate —1. Zgodnie z tzw. twier-
dzeniem minimaz, ta zbiezno$¢ wystepuje dla

2 Zadania

Zadanie 1

Przedyskutuj czy nastepujace sytuacje mozna
opisa¢ jako gry w kontekscie teorii gier:

a) gra  karciana f) wybér  lokalu

W wojne, do  zjedzenia

b) warcaby, 1unchu'ze zna-
jomymi,

)
c) pasjans, . ..
g) zwierzeta zyja-
)
)

d) gra Minecraft, ce na obszarze

) jed ko-

e) konkurujace ze Jeqnego - exo
systemu.

soba sklepy w
centrum han-
dlowym,

W kazdym z powyzszych przypadkoéw
sprobuj okresli¢ funkcje wyptaty.

Zadanie 2

Rozwazmy prosta gre w kosci. Beda w niej
potrzebne trzy kosci:

e czerwona, na ktorej Sciankach sg dwie
trojki, dwie czworki i dwie 6semki,

wszystkich gier o sumie zerowe;.

1.4 Algorytm minimax

Strategie minimax mozna zastosowaé roéwniez
dla gier w postaci ekstensywnej. Wowczas
mozna znalez¢ optymalng strategie, stosujac
tzw. Algorytm minimazx. Kazdemu mozliwemu
stanu gry przyporzadkowujemy wynik gry dla
stanu, ktory jest najlepszy dla gracza, ktory
bedzie woéwczas wykonywaé akcje.

Na wykladzie przedstawiliSmy dziatanie
algorytmu minimax na przykladzie gry atak
piratow, opisanej za pomoca nastepujacego
drzewa gry:

Stosujac iteracyjnie algorytm minimax
uzyskaliSmy nastepujacy wynik dla kazdego
stanu w grze, co pozwolito okresli¢ optymalna
strategie prowadzaca do wyniku -1/ + 1:

e 7z0lta, na ktorej $ciankach sg dwie je-
dynki, dwie piatki i dwie dziewiatki,

e niebieska, na ktorej sciankach sg dwie
dwdjki, dwie szostki i dwie siddemki.
Kazdy z graczy wybiera jedng z tych kosci,
a nastepnie nimi rzucaja. Wygrywa gracz, na
ktorego kostce wypadnie wiecej oczek.
Bartek, grajac ze swojg siostra Anig, pozwolil

jej jako pierwszej wybraé kostke.
1. Kto bedzie miat w tej grze strategie wy-
grywajaca’

2. Jakie jest prawdopodobienstwo wygra-
nej Ani, jedli oboje gracze stosuja stra-
tegie minimax?

Zadanie 3

Dwoch rycerzy, Artur i Baltazar, odnalazto w
zdobytym zamku skrzynie ze stoma zlotymi
monetami. Ich krol zdecydowal, ze Artur ja-
ko starszy rycerz zdecyduje o podziale monet
pomiedzy siebie i Baltazara. Jednak krol jed-
noczesnie zaznaczyl, ze jesli Baltazar bedzie
niezadowolony z podzialu majatku, jaki za-
proponuje Artur, to krél rekwiruje caty skarb
dla siebie.



1. Zagraj w te gre z innym cztonkiem gru-
py. Zdecydujcie sie, kto bedzie Arturem,
dokonujacym podziatu majatku, a kto
Baltazarem, przyjmujacym lub odrzu-
cajacym zaproponowany podziat.

2. Jaka jest strategia minimax w opisanej
sytuacji? W jaki sposéb Artur powinien
podzieli¢ majatek?

Zadanie 4

Rozwazmy nastepujaca gre dla dwoch graczy.
Mamy dwa pudetka. W jednym znajduja sie
dwie zapatki, a w drugim trzy zapaltki. Pod-
czas swojej tury gracz moze usunaé dowol-
ng liczbe zapatek z jednego pudetka. Wygry-
wa gracz, ktory zmusi przeciwnika do wziecia
ostatniej zapalki.

1. Uzasadnij, dlaczego jeden z graczy be-
dzie miat strategie, ktora zagwarantuje
mu wygrana.

2. Za pomocy odpowiedniego drzewa roz-
strzygnij, ktory gracz ma strategie wy-
grywajaca. Znajdz dla niego optymalng
strategie gry.

Ciekawostka: Jest to prosty przyktad tzw.
gry Nim. Istnieje bardzo ciekawy (i dos¢ zto-
zony) matematyczny dowdd na to, ktory gracz
ma strategie wygrywajaca w te gre. Niestety
lezy on poza zakresem naszego programu. Za-
interesowanym polecam artykut https://pl.
wikipedia.org/wiki/Nim.

Zadanie 5 (gra w kielki)

Na kartce papieru narysuj pewna liczbe n
punktéw (np. n = 3). Gracze graja na zmia-
ne. W kazdej turze gracz rysuje linie (pro-
sta lub krzywa) zaczynajaca sie i konczaca
w wybranych punktach (mozna réwniez za-
czal i skonezy¢ rysowac linie w dwoch réznych
punktach), a nastepnie umieszcza na tej linii
dodatkowy punkt.

Linie nie mogg sie przecinaé¢, a z jednego
punktu nie moga wychodzi¢ wigcej niz 3 li-
nie. Przygrywa gracz, ktory nie bedzie mogt
narysowac linii taczacej punkty.

1. Rozegraj gre z partnerem z tawki dla
dwdbch poczatkowych punktow.

2. Jaka jest najwieksza liczba ruchéw, po
ktérych gra sie zakonczy, dla danego n?

3. Ktory z graczy ma strategie wygrywa-
jaca dla jednego poczatkowego punktu
(n=1)7

4. Ponizszy graf przedstawia drzewo gry
dla dwoch punktow startowych. Ktory z
graczy wygra, jesli gracze stosuja stra-
tegie minimax?

Ciekawostka: Mimo prostych zasad na-
wet komputery maja problem ze znajdowa-
niem optymalnej strategii w tej grze dla duzej
liczby punktow poczatkowych. Do 2011 roku
udato sie z wykorzystaniem komputeréow zna-
lez¢ optymalng strategie do n = 44 punktow
startowych (zrédto https://en.wikipedia.
org/wiki/Sprouts_(game)).

Zadanie 6

Rozwazmy odmienna wersje gry w atak na za-
mek, w ktoérej gracze bronigcy sie moze bronic¢
zamku lub wystawi¢ armie przed zamek i bro-
ni¢ miasta.

Gracz B

bron zamku bron miasta

atak
- 0/0 3/-3
« ha zamek
=
= ladruj
CHEE S 2 /-2 1/-1
miasto

Jako V' (a,b) oznaczmy wyplate gracza A,
przy zatozeniu, ze gracz A wykonal akcje a, a
gracz B wykonal akcje b. Sprawdz, czy dla tej
gry warunek minimax,

V(a, b))
V(a, b))

max min
a € strategie gracza A \a € strategie gracza B

= min max
b € strategie gracza B \ a € strategie gracza A

jest spetniony.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Nim
https://pl.wikipedia.org/wiki/Nim
https://en.wikipedia.org/wiki/Sprouts_(game)
https://en.wikipedia.org/wiki/Sprouts_(game)
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Rysunek 2: Drzewo gry w kietki dla n = 2. Zrédlo: Applegate, David L. et al. “Computer ana-

lysis of Sprouts.” (1999).

3 Praca domowa

Zadanie 7 (1 punkt)

Chodzenie do szkoly mozna analizowaé¢ jako
gre. Okresl:

a) Kim moga by¢ gracze?
b) Jakie moga mie¢ mozliwe akcje?

c) W jaki spos6b mozna okresli¢ wyplate
dla kazdego gracza?

Zadanie 8 (2 punkty)

1. Narysuj drzewo gry dla gry w koétko i
krzyzyk, przy nastepujacej pozycji po-
czatkowej (teraz jest ruch kotka).

2. Zastosuj algorytm minimax do naryso-
wanego drzewa, w ten sposob znajdujac
strategie minimax dla kazdego z graczy.

O X
X
O|X|O

Zadanie 9 (3 punkty)

Pieciu racjonalnych piratéw (w kolejnosci
starszenstwa Axe, Butler, Cavendish, Drake
i Easton) znalazto skrzynie, w ktérej znajdu-
je sie 100 ztotych monet. Teraz musza zdecy-
dowad jak sie monetami podzieli¢. Oczywiscie
kazdy chce dostac¢ jak najwiecej dla siebie.

Wedhig kodeksu piratéw to najstarszy pi-
rat proponuje podzial tupow. Jesli co naj-
mniej potowa piratow przyjmie zaproponowa-
ny podzial tupéw, to monety sa dzielone zgod-
nie z planem i na tym gra sie konczy. Jesli
jednak wiekszos¢ piratéw odrzuci propozycje,
to najstarszy pirat jest wyrzucany za burte, a
kolejny w kolejnosci starszenstwa pirat moze
zaproponowaé nowy podzial tupéw. Gra jest
kontynuowana az do momentu kiedy plan po-
dzialu tupéw zostanie zaakceptowany.

Jaki podzial tupéw powinien zapropono-
wal najstarszy pirat Axe, zeby ujéé¢ z zyciem
i dosta¢ jak najwiecej monet?

Wskazowka: Rozwaz na poczgtku mniejszq liczbe
piratéw.
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