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1 Podsumowanie wykladu

Wartosé oczekiwana

Rozwazmy doswiadczenie losowe, ktérego mozliwym wynikom przyporzadkowujemy wartosé
liczbowa. Przyktadowo w rzucie koscig do gry, wynikiem moze by¢ liczba oczek na wyrzuconej
Sciance.

Wartosciag oczekiwang tego doswiadczenia okresla sie srednig wartosé, jakiej mozemy sie
spodziewa¢ po wykonaniu bardzo duzej liczby jego powtorzen.

Oznaczmy mozliwe wyniki doswiadczenia X jako xzq,xs,...,x,, a prawdopodobienstwo ich
zajscia jako P(X =), P(X = x3),..., P(X = z,). Warto$¢ oczekiwang wyniku X oznacza sie
jako E(X) i mozemy obliczy¢ ja sumujac wszystkie mozliwe wyniki, kazdy pomnozony przez
prawdopodobienstwo jego wystapienia:

E(X)=x1-P(X =x1)+x9- P(X =22) + ...+ 2, - P(X = 2,).
Przyktadowo, warto$¢ oczekiwana liczby wyrzuconych oczek wynosi:

1 1 1 1 1 1 21
E(X)=1-=+42-=+43-=+4-=+45-=+6-—=—=35
6 6 6 6 6 6 6

Prawo Wielkich Liczb

Zgodnie z tzw. Prawem Wielkich Liczb, gdy liczba prob losowego doswiadczenia dazy do
nieskonczonosci, srednia arytmetyczna wynikow tych prob dazy do jej wartosci oczekiwanej.
Zatem Srednia liczba oczek, ktore wypadaja podczas wielokrotnego rzutu koscig powinna
wraz ze wzrostem liczby rzutéow zbiegaé do 3.5.
Doktadniej to prawo jest badane na pracowni komputerowe;.



2 Zadania

Zadanie 1

Za 1 ztotowke mozesz zagra¢ w "rzut koscig do
gry”. Jesli wypadnie 5 wygrasz 2 ztote, a jesli
wypadnie 6 wygrasz 5 zlotych.

a) Jaka jest warto$¢ oczekiwana zysku w tej
grze?

b) Poczatkowo miales w portfelu 60 zto-
tych. Jaka jest warto$¢ oczekiwana war-
tosci twojego portfela po rozegraniu 60
rzutéw koscig?

c) Czy mozesz ta sama metoda co w po-
przednim zadaniu obliczy¢ wartos¢ ocze-
kiwang wartosci Twojego portfela po ro-
zegraniu 60 rzutow koscig, jesli w Two-
im portfelu jest poczatkowo 30 ztotych?
Wyjasnij dlaczego tak/nie.

Zadanie 2

W tradycyjnej ruletce znajduje sie 37 pél, 18
czerwonych, 18 czarnych i 1 zielone. Po zakre-
ceniu ruletkg metalowa kulka ladowata na lo-
sowym polu.

Gracz moze miedzy innymi postawi¢ staw-
ke na czerwone lub na czarne pola. Wowczas w
przypadku wyladowania kulki na poprawnym
kolorze, gracz wygrywa postawiong stawke. W
przeciwnym razie przegrywa on stawke.

a) Hazardzista Harry postawil 100 ztotych
na pola czerwone, jaka jest warto$¢ ocze-
kiwana jego wygranej?

b) Harry po otrzymaniu wyplaty postano-
wit rozegra¢ tacznie 100 rund ruletka. Ja-
ka jest wartos¢ oczekiwana wartosci jego
wygranej/przegranej po ich rozegraniu?
Jaka jest warto$¢ oczekiwana zarobkow
kasyna?

c) Gracze moga tez postawié¢ stawke na pole
zielone. W przypadku wyladowania kul-
ki na polu zielonym wygrywaja oni 35-
krotno$¢ postawionej stawki. Czy bar-
dziej optaca sie obstawia¢ pola zielone,

czy czerwone/czarne? Przedyskutujcie to
ze soba.

Zadanie 3

Rozwazmy gre, ktérej rzucamy dwiema stan-
dardowymi ko$émi do gry. Jesli suma oczek na
obu ko$ciach wyniesie 7, to gracz wygrywa z,
a w przeciwnym wypadku przegrywa ztotéwke.
Ile powinien wynosi¢ x, zeby wartos¢ oczekiwa-
na w tej grze byta dodatnia?

Zadanie 4

Rozwazmy gre w rzut moneta. Przed kazdym
rzutem gracz wybiera stawke, o ktora chce
grac¢. Jesli wypadnie orzet, wygrywa on wybra-
na stawke. Jesli wypadnie reszka, to przegrywa
on stawke.

Jeremi wpadl na pomyst jak zagwaranto-
waé sobie wygrang. Na poczatku zagra on
o zlotowke, a w kazdej kolejnej grze bedzie
zwigksza¢ stawke dwukrotnie az do momentu
kiedy nie wygra.

a) Pokaz, ze niezaleznie od liczby przegra-
nych rzutéw, po wyrzuceniu orta Jere-
mi zarobi wiecej niz tacznie przegrat we
wszystkich poprzednich rzutach.

b) Czy to oznacza, ze wartos¢ oczekiwana
przy strategi Mieszka jest dodatnia?

Zadanie 5

Rozwazmy nastepujaca gre. Na poczatku w pu-
li znajduje sie 1 zt. Nastepnie kolejno rzucamy
moneta. Jesli wypadnie reszka, powickszamy
dwukrotnie warto$¢ puli (tzn. po pierwszym
rzucie zwiekszamy ja do 2 zt, po drugim rzucie
do 4 zt itd.). Jesli wypadnie orzel, to gra sie
konczy, a Ty dostajesz wszystkie pieniadze z
puli.

1. Jaka jest wartos¢ oczekiwana wygranej w
tej grze?

2. Ile bytbys$ w stanie zaptaci¢, zeby wzigé
udziat w tej grze?



Zadanie 6

Rozwazmy nastepujaca gre. Dwoch graczy po-
rownuje zawarto$¢ swoich portfeli. Gracz z
mniejsza liczba pieniedzy odstaje wszystkie
pienigdze od drugiego gracza.

Zwrdé uwage, ze potencjalna wygrana dla
kazdego z graczy jest zawsze wyzsza niz ewen-
tualna przegrana. Bystry Jack uwaza, ze sko-
ro warto$¢ oczekiwana jest zatem dodatnia, to
zawsze optaca sie gra¢ w te gre. Czy Jack ma
racje?

Zadanie 7

1. Pijany pingwin stoi w odlegtosci jednego
kroku krawedzi kry. Z prawdopodobien-
stwem 50% robi krok w kierunku krawe-
dzi, a z prawdopodobienstwem 50% robi
krok w kierunku przeciwnym. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze w koncu spad-
nie z krawedzi kry do wodny?

2. Przedyskutuj, jak zmieni sie odpowiedz
na poprzednie zadanie, jesli pingwin sta-
nie w odlegtosci 10 krokéw od krawedzi
kry.

Zadanie 8

1. Akcje pewnego przedsiebiorstwa sg dzi-
siaj warte 1 PLN. Przewidujesz, ze beda
one codziennie rosnac¢ o 1 PLN z prawdo-
podobienstwem 60%, lub spada¢ o 1 PLN
z prawdopodobienstwem 40%. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze w koncu akcje
spadng do 07

2. Okazato sie, ze akcje tego przedsiebior-
stwa wzrosty do 10 PLN. Jakie jest te-
raz prawdopodobienstwo, ze akcje kiedy$
spadna do 07

Zadanie 9

Kupites srebro warte 1000 ztotych. Wartos¢ te-
go ztota codziennie wzrasta o 10 PLN z praw-
dopodobienstwem 50%, lub spada o 10 PLN z
prawdopodobienstwem 50%.

Zdecydowate$ sie to srebro od razy sprze-
da¢ kiedy albo jego warto$¢ spadnie do 500
PLN, albo kiedy jego wartos¢ osiagnie 1200
PLN. Oblicz prawdopodobienstwo, ze uda ci
sie sprzedac to srebro za 1200 PLN.

Zadanie 10

Do opisywania rozrzutu wynikéow doswiadcze-
nia losowego X wykorzystuje sie¢ tzw. warian-
cje. Jest ona zdefiniowana jako:

Var(X) = B ((X - )°)

gdzie jako p = E(X) oznaczyliSmy wartosé
oczekiwang zdarzenia.

1. Pokaz, korzystajac z definicji wartosci
oczekiwanej, ze wariancje mozna takze
zapisa¢ jako:

Var(X) = B (X2) - (B (X))’

2. Pokaz, wykorzystujac tozsamos¢ wypro-
wadzong w poprzednim podpunkcie, ze
dla kazdego zdarzenia losowego spelnio-
na jest nierownos¢:

E(X?) > (E(X))*.

3. Jaka wtasnos¢ musi spetnia¢ zdarzenie
X, zeby speliona byta ponizsza row-
nos¢?

E(X?) = (E (X))’



3 Praca domowa

Zadanie 11 (1 punkty)

Wylosowujesz dwie losowe karty ze standardo-
wej talii 52 kart. Jesli wypadng dwie karty o tej
samej wartosci (np. dwie czworki, albo dwa wa-
lety), to wygrywasz 10 punktéw. Jesli wypadna
dwie rozne karty, to przegrywasz 1 punkt. Jaka
jest wartosé¢ oczekiwana w tej grze.

Zadanie 12 (2 punkty)

Jeste$ towca skarbow, ktory eksploruje dzun-
gle z mapa, na ktorej sa zaznaczone trzy po-
tencjalne lokalizacje skarbow. W kazdej lokacji
znajduje si¢ zakopana skrzynia, ale mozesz wy-
kopa¢ tylko jedng z nich.

e W lokacji A z prawdopodobienstwem
50% znajdziesz 300 zlotych monet, z
prawdopodobienstwem 30% znajdziesz
1000 ztotych monet, a z prawdopodo-
bienstwem 20% w skrzynie nie bedzie
zadnych monet.

e W lokacji B z prawdopodobienstwem
60% znajdziesz 400 ztotych monet, a

z prawdopodobienistwem 40% znajdziesz
600 ztotych monet.

e W lokacji B z prawdopodobienstwem
80% znajdziesz 100 zlotych monet, a
z prawdopodobienstwem 20% znajdziesz
2000 ztotych monet.

Gdzie najlepiej jest zaczaé¢ kopaé¢? Odpo-
wiedZ uzasadnij.

Zadanie 13 (2 punkty)

Rozwazmy gre, ktérej rzucamy dwiema stan-
dardowymi ko$¢mi do gry. Jesli suma oczek na
obu ko$ciach wyniesie 5, to gracz wygrywa z,
a w przeciwnym wypadku przegrywa ztotéwke.
Ile powinien wynosi¢ x, zeby warto$¢ oczekiwa-
na w tej grze byta dodatnia?

Zadanie 14 (3 punkty)

Rozwazmy zmodyfikowang gre z Zadania 5.
Powiedzmy, ze gre zaoferowal Ci miliarder,
ktory postawit dodatkowy warunek: Jesli two-
ja wygrana przekroczy miliard ztotych, to gra
sie automatycznie zakonczy. Jaka jest wartosé
oczekiwana wygranej w tej grze?
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