Sygnaly 2 — Sygnaly dyskretne, transformata Fouriera, filtry FIR
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1 Transformata Fouriera

Jak wiesz, dzwieki moga sktadacé sie z kilku czestotliwosci harmonicznych (zob. przyktad drgajacej struny
w poprzednim skrypcie). Matematycznym narzedziem, ktére pozwala badaé¢ ,sktad” dzwickéw ze wzgledu
na ich czestotliwosci sktadowe jest szereg Fouriera. Szereg Fouriera pozwala przedstawi¢ dowolng funkcje
okresowa jako sume sinuséw i cosinusow o réznych amplitudach i czestotliwosciach.

Rzeczywiste dzwieki nie sa idealnymi funkcjami okresowymi - dlatego, ze maja skonczony czas trwania.
Uogdlnieniem idei szeregu fouriera na funkcje, ktére nie sg okresowe jest transformacja Fouriera!, ktéra
mowi jakie czestotliwosci sktadowe posiada dana funkcja.

F(k) =§{f(z)} (1)

Wynikiem transformacji Fouriera jest funkcja X, zwana widmem funkcji x. Widmo funkcji informuje
nas o tym, z jakich czestotliwosci, w jakich proporcjach i jakich fazach sktada sie funkcja. Przyporzadkowuje
czestotliwosei k wspotezynniki X (k).

Transformacja Fouriera pozwala roztozy¢ dowolny sygnat na jego sktadowe czestotliwosci. W przypad-
ku sygnatu dyskretnego, ograniczonego w czasie, czyli takiego z jakim dzialamy, wykonuje si¢ pokrewne
dzialanie matematyczne zwane dyskretng czasowa transformacja Fouriera (ang. Discrete-time Fo-
urier Transform, DTFT). DTFT to dzialanie podobne do transformacji Fouriera z taka r6znica, ze zamiast
nieograniczonej ciagtej funkcji f(z) dziala na ograniczonej dyskretnej funkeji f|x].

1.1 Widma réznych sygnaléw

Ponizej przedstawiamy kilka wykreséw widm czestotliwosciowych, czyli wynik (dyskretnej) transformaty
Fouriera r6znych sygnatéw, ktére juz znasz. Wszystkie sygnaty maja czestotliwosé podstawowa rowna 5:

1. Wynik transformacji Fouriera jest zwany transformata Fouriera, lecz czesto nazywa sie tak sama transformacje. Be-
dziemy w skrypcie uzywacé tej nazwy zamiennie.
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Jak widaé, sygnal sktadajacy sie z jednego tonu (sygnal sinusoidalny) ma jedno maksimum (szczyt)
w swoim widmie czestotliwosci. Sygnat sktadajacy sie z dwoch sinuséw o réznych czestotliwosciach oraz
amplitudach ma dwa szczyty o réznych wysokosciach w swoim widmie.

Sygnat trojkatny
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Sygnat prostokatny

1.00 M — —
60 7
0.75 1
0.50 1 507
0.25 4 40
w g
k4 2
£ 0.00 4 b=
ES £ 30+
—0.25 1
20
—0.50 1
-0.75 101 A /\
NN -
T T T T T T 01 T T T T
0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50
Czas Czestotliwosc

Sygnaty tréjkatny oraz prostokatny maja szczyty odpowiadajace kolejnym nieparzystym harmonicznym
(15, 25, 35, ...), ale réznia si¢ one miedzy soba natezeniem

Sygnat pitokszattny

1.00 1

307
0.75 7

0.50 4 25+
0.25
20 |

0.00 4

Wartos¢
Wartosc

~0.25
—0.50 1 107

—=0.75

—1.00

0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50
Czas Czestotliwosc

Sygnal pitoksztattny sktada sie ze wszystkich harmonicznych czestotliwoéci podstawowej ze zmniejsza-
jacymi sie amplitudami

Sygnat szumu
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Sygnal losowy (szum) nie ma zadnej czestotliwosci podstawowej. Sktada sie ze wszystkich czestotliwosci
z losowymi amplitudami.



,_[ Zadanie 1.1.1 ]

Zastanow sie, jaka czestotliwosé bedzie miat sygnat o postaci

x(t) = sin(27 ft) - cos(27 ft) (2)

Sprawdz swoje przypuszczenia - korzystajac z kodéw programéw, ktérych uzywates/as do genero-
wania prostych tonow, wygeneruj taki sygnat a nastepnie narysuj jego transformate Fouriera.

,_[ Zadanie 1.1.2 ]

W podobny sposéb jak w zadaniu 1.1.1, zbadaj widmo sygnatu opisanego funkcja

x(t) = sin? (27 ft) (3)

SprawdZ swoje przypuszczenia - korzystajac z kodéw programéw, ktérych uzywates/as do genero-
wania prostych tonow, wygeneruj taki sygnat a nastepnie narysuj jego transformate Fouriera.

2 Filtry

Jednym z dziatan, jakie mozna wykonywaé¢ na sygnalach, jest uzycie filtréw. Filtry zmieniaja zawartos¢
sygnatu. Najprostrze filtry ograniczajg pewne zakresy czestotliwodci, a przepuszczaja inne zakresy bez
wiekszych zmian. Bardziej skomplikowane filtry mogg wprowadzaé¢ inne, zaawansowane zmiany, jak np.
odfiltrowanie Sciezki wokalnej (filtr  karaoke”) lub usuniecie szumu z nagrania (odszumianie).

Filtry mozna podzieli¢ na kilka réznych sposobéw. Najprostrzym z nich jest podziat ze wzgledu na
sposéb w jaki zmieniajg pasmo sygnahu, to znaczy, jak dzialaja na rézne czestotliwosci:

o Filtry, ktére usuwajg wysokie czestotliwosci, a przepuszczajg niskie nazywamy filtrami dolnoprze-
pustowymi (ang. low-pass filter),

o Filtry, ktore usuwajag niskie czestotliwosci, a przepuszczajg wysokie nazywamy filtramy gérnoprze-
pustowymi (ang. high-pass filter),

o Filtry, ktore przepuszczajg czestotliwosci w pewnym zakresie nazywamy filtrami pasmowoprzepu-
stowymi (ang. band-pass filter),

o Filtry, ktére przepuszczaja czestotliwoéci poza pewnym zakresem nazywamy filtrami pasmowoza-
porowymi (ang band-stop filter)

Filtry moga realizowane za pomoca urzadzen elektronicznych, mechanicznych albo wyrazen matema-
tycznych, w zaleznoéci od postaci sygnatu. Na przyktad filtrem dolnoprzepustowym, w zaleznoéci od postaci
sygnatu, mozna nazwac¢ nastepujace rzeczy:

o Jesli uznamy, ze sygnatem jest wychylenie karoserii pojazdu, to filtrem dolnoprzepustowym jest
amortyzator, ktéry ttumi wibracje (wysokie czestotliwosci wychylenia) pochodzace od két.

 Dla sygnatu elektrycznego (np. dzwieku), filtrem dolnoprzepustowych jest uktad elektroniczny, ktéry
bardziej wzmacnia (mniej ttumi) niskie czestotliwosci sygnatu.

« Dla sygnaty cyfrowego, bedacego serig wartosci liczbowych, filtrem dolnoprzepustowym jest np. $red-
nia kroczaca, ktora kazdemu punktowi przypisuje wartosé¢ srednig kilku kolejnych prébek, usuwajac

szybkozmienne czestotliwosci?.

Na zajeciach bedziemy badac filtry w postaci srednich i innych dziatan na sygnatach cyfrowych, ktore
reprezentuja dzwiek w pamieci komputera.

2. Filtrowi w postaci $redniej kroczacej, oraz powodom, dla ktérych nie jest on idealny, bedziemy przyglada¢ sie na
zajeciach



3 Cyfrowe przetwarzanie sygnaléw

Jak ustaliliSmy wczesniej, sygnalt dzwiekowy przechowywany w pamieci komputera to po prostu pewien cigg
liczb. PowiedzieliSmy rowniez, ze mozna go zmienia¢ wykonujac na nim pewne dziatania matematyczne.

Wezmy jako przyktad usrednianie sygnatu. Obliczymy wartos¢ nowego sygnatu y liczac $rednig kroczaca
z ostatnich N prébek sygnatu x. Oznaczajac n-ta préobke sygnatu x jako x[n|, mozemy zapisaé $rednia
z ostatnich N probek jako:

y[n] = N(az[n]—I—a:[n—l]+x[n—2]+...—|—a:[n—N]) (4)

Intuicyjnie, to wyrazenie powinno pozostawi¢ w sygnale czesci ktére zmieniaja sie wolno a usunagé te
ktore zmieniaja sie szybko. Dzieje sie tak poniewaz Srednia warto$¢ funkeji sinus w catym jej okresie wynosi
zero. Oznacza to, ze takie dziatanie spowoduje usuniecie wszystkich czestotliwosci sygnatu, ktorych okres
jest wielokrotnoscia IV:
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Rysunek 1: Wynik usredniania sygnatu szybkozmiennego (po prawej) oraz wolnozmiennego (po lewej)

4 Filtry o skonczonej odpowiedzi impulsowe]j

W dalszej czedci eksperymentow bedziemy zajmowaé si¢ filtrami, ktére mnoza N poprzednich prébek
sygnatu x[n] przez kolejne wspo6tezynniki hn] aby otrzymad warto$é sygnatu wyjsciowego y[n]. Ich dziatanie
mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

yln] =) xln—k-hlk] (5)
k=0

4.1 Splot po raz pierwszy

Poprzednie wyrazenie (5) opisuje dzialanie matematyczne zwane splotem. Splot ma wiele ciekawych
wtasciwosci, i najprosciej jest zrozumieé jego dziatanie graficznie.

Splot funkcji oblicza wartosci funkcji w punkcie k£ pomnozone przez wszystkie wartosci drugiej funkc;ji,
i ich sume bierze jako wartos¢ funkcji wynikowej w tym punkcie.

Mozesz obliczy¢ splot korzystajac z przyktadowych funkcji wydrukowanych na przezroczystych foliach.
W tym celu wez dwa wykresy funkcji (dwie funkcje), wybierz punkt, ktéry wezmiesz jako k i przesuwaj nad
tym punktem kolejne punkty drugiej funkcji przesuwajac folie w poziomie. Pamietaj, aby trzymac wartosci
na tej samej wysokosci, to znaczy, “zera” na wykresie powinne by¢ na tej samej wysokosci w pionie.



,_[ Zadanie 4.1.1 ]

Korzystajac z folii z funkcjami, oblicz sploty kilku par funkcji. Czy zauwazasz pewne zachowania
niektérych z tych funkeji? Sprobuj wskazaé, ktora funkcja uzyta w splocie robi nastepujaca rzecz
z druga funkcja:

o Nie zmienia jej w wyniku splotu
o Oblicza jej rézniczke

e Oblicza jej $rednig

» Oblicza jej Srednia kroczaca (wygtadza ja)

4.2 Filtr usredniajacy

Srednia kroczaca z N prébek z poprzedniego rozdziatu jest dokladnie takim rodzajem filtra. Korzystajac
z pokazanej notacji, mozemy opisa¢ go jako

Wk =1/N dla k=0,1,..,N (6)

Takie filtry nazywamy filtrami o skonczonej odpowiedzi implusowej (FIR - finite impulse re-
sponse), poniewaz ich wynik zalezy tylko od ostatnich N prébek sygnatu. Inaczej méwiac, zadna z probek
starsza od N nie ma wplywu na wynik filtru. Oznacza to, ze po ustaniu sygnatu (kolejne probki réwne
zero), odpowiedz filtra (jego sygnal wyjsciowy) réwniez bedzie réwna zero nie pdézniej niz po N prébkach.
Méwi sie, ze filtr ma dtugosé N préobek.

Odpowiedz impulsowa filtra to sygnal, jaki da filtr, jezeli na jego wejscie podamy sygnat impulsu
jednostkowego 0[t]:

6[t1={1 =0 (7)

0 w przeciwnym wypadku

Obliczmy odpowiedz impulsows filtra usredniajacego ostatnie 3 probki:

2[n] = 8[n] = [1, 0, 0, .. (8)

hln] =[1/3, 1/3, 1/3, 0, 0, ..] (9)

y[0] = z[0] - R[O]+  z[-1]-h[-1)+ z[-2] -h[-2] =1-1/3+0-1/3+ 0-1/3=1/3  (10)
y[1] = z[1] - h[1]+ x[0] - h[0]+ z[—1] - h[—1] =0-1/3+1-1/3+ 0-1/3=1/3 (11)
y[2] = z[2] - h[2]+ x[1] - h[1]+ z[0] - h[O] =1-1/3+0-1/3+ 0-1/3=1/3 (12)
y[3] = z[3] - h[3]+ 2[2] - h[2]+ z[1] - h[1] =0-1/3+0-1/3+ 0-1/3=0 (13)
yl4] = (14)
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Rysunek 2: Impuls jednostkowy oraz odpowiedz impulsowa filtra

Tak jak pokazaliémy na rysunku wczesniej, filtr usredniajacy N préobek bedzie wyttumiatl wszystkie
czestotliwosci, ktérych okres jest podwielokrotnoscia V.

Odpowiedz impulsowa filtra jest bardzo waznym parametrem filtra. Ma ona bezpos$redni wptyw na
to, jakie czestotliwosci filtr przepuszcza a jakie ttumi. Te charakterystyke nazywamy charakterystyka
czestotliwo$ciowq filtra lub krocej, charakterystyka filtra.

Mozna udowodni¢, ze charakterystyka filtra to transformata Fouriera odpowiedzi impulsowej:

H[k] = §{h[n]} (15)
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Rysunek 3: Dwa filtry usredniajace o réznej dtugosci oraz ich charakterystyki

W sygnale o czestotliwosci probkowania 100 prébek /sek, filtr usredniajacy 4 probki bedzie ttumit w pet-
ni czestotliwoséi 25Hz (okres 4 probek) oraz jej harmoniczne. Filtr usredniajacy 10 prébek bedzie ttumit
czestotliwosci 10Hz (okres 10 prébek), 20Hz (okres 5 prébek), 30Hz (okres 3.33.. probek) i pozostate har-
moniczne. Czestotliwosci ktorych okres nie da sie wyrazié¢ jako catkowita liczba prébek nie beda ttumione
idealnie - jest to wynik przyblizenia.



Sygnatl impulsu jednostkowego ma réwniez przydatng wlasnosé - w idealnym przypadku zawiera on
w sobie wszystkie czestotliwosci:

3o}y = 11K] (16)

Funkcja 1[z] = 1 to ,jedynka” - funkcja specjalna majaca warto$é 1 w kazdym punkcie.

Obustronnos¢ transformaty ]

J

Jak pokazemy za chwile, transformata Fouriera dziata w ,jobie strony”. Sygnat o statej wartosci 1 sktada sie
tylko z jednej czestotliwosci - 0 Hz. Zatem jego transformata Fouriera bedzie miala tylko 1 prazek w k = 0:

F{ 1n] } = 0[] (17)

4.3 Czestotliwos¢é znormalizowana

Podczas rozpatrywania zachowan filtréw warto uniezaleznié¢ sie od czestotliwosci probkowania. W tym
celu wprowadza si¢ pojecie czestotliwo$ei znormalizowanej oznaczanej f’. czestotliwos$é znormalizowana to
taka, ktéra wynosi 1 dla sygnatu o czestotliwosci réwnej czestotliwosci prébkowania. To oznacza, ze sygnat
o czestotliwosci réwnej f, ma czestotliwosé znormalizowang ' = 1.

Przydatng wlasciwoscia czestotliwosci znormalizowanej jest uproszczenie obliczen zwigzanych z filtrami.
Na przyktad, filtr usredniajacy z poprzedniego rozdzialu dla N = 4 ma czestotliwos¢ odciecia réwna
f. = fs/4. W czestotliwodci znormalizowanej, f. = 1/N. Jest to prawdziwe dla kazdego N. Obliczenia
filtrow w dziedzinie czestotliwosci znormalizowanej sg proste - wystarczy przyjac czestotliwo$é probkowania
fs =1 (bez jednostki).

4.4 Filtry sinc

Jedna z wlasnosci transformaty Fouriera jest jej zachowanie podczas podwéjnej transformaty®. Oznaczajac
transformate Fouriera funkcji f jako

F(k) = §{f(2)} (18)

Transformata F'(k) to
S{F(k)} =3{3{f(=)}} = f(—=) (19)
Ta wlasciwos¢ jest szczegélnie pozyteczna dla funkcji f, ktore sg parzyste, czyli takie dla ktérych

f(@) = f(—2).
Oznacza ona miedzy innymi, ze mozna wyznaczy¢ wspotezynniki filtra FIR tak aby uzyskaé¢ zadang
charakterystyke czestotliwosciows. Te wspdtezynniki to bedg kolejne wartosci transformaty Fouriera:

3. to znaczy, ze do wyniku transformaty stosujemy kolejng transformate Fouriera.



Charakterystyka filtra H[f]

OdpowiedZ impulsowa filtra h[n]
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Rysunek 4: Gora: odpowiedz impulsowa i charakterystyka filtra usredniajacego. Dét: Odpowiedz impulsowa
i charakterystyka idealnego filtra. Cze$ci wykreséw dla argumentéw ujemnych (po lewej: n < 0, po prawej,

f < 0) sa oznaczone linig przerywana.

| Wspélczynniki filtra FIR a jego charakterystyka |
Wspélezynniki, przez ktére mnozymy kolejne probki w filtrze FIR (czyli jego odpowiedz impulsowa) to
transformata Fouriera jego charakterysytki. Z wlasnosci transformacji Fouriera ta zaleznos¢ dziala w obie

stromny.
Zmajac wspotczynniki filtra, mozemy wyznaczy¢ jego charakterystyke, a znajac pozadana charakterystyke,

mozemy wyznaczy¢ potrzebne wspotczynniki.

Filtr usredniajacy jest przedstawiony na gérnym wykresie. Jego charakterysytka jest bardzo zafalowana.
Oznacza to, ze bedzie on przepuszczal niektore czestotliwodci powyzej czestotliwodci odciecia. Filtr ttumi
rowniez czestotliwosci nieco ponizej czestotliwosci odcigcia. Z powodu tego jest mu daleko do idealnego
filtra, w zamian za to jego stosowanie wymaga bardzo nieskomplikowanych obliczen.

Idealny filtr przepuszcza wszystkie czestotliwo$ci po jednej stronie czestotliwosci odciecia, a usuwa
wszystkie po drugiej stronie. Jego charakterystyka czestotliwosciowa to funkcja przedstawiona na prawym
dolnym wykresie. Poniewaz dziatamy na funkcjach parzystych, to odpowiedZ impulsowa bedzie doktanie
rowna jej transformacie Fouriera, ktora jest przedstawiona na lewym dolnym wykresie.

Zafalowana funkcja widoczna na wykresach to funkcja sin(x)/x. Pojawia sie ona bardzo czesto gdy
mamy do czynienia z transformata Fouriera. Ma ona nazwe sinus cardinalis?, lecz czesto méwi sie na

nig sinc lub sincus:

sinc(z) =

o 20
1 z=0

W niektorych tekstach spotyka sie wersje funkcji sinc z mx zamiast x. To tak zwana znormalizowana

funkcja sinc. W zaleznosci od dziedziny nauki uzywa sie jednej albo drugiej wersji.
Filtr, ktorego odpowiedz impulsowa jest opisana funkcjg sinc jest filtrem idealnym. Taki filtr nazywany

jest filtrem sinc lub filtrem prostokatnym. Czasami, w dziedzinie obrébki dzwicku nazywa si¢ on

10



brick-wall filter poniewaz blokuje wszystkie czestotliwosci powyzej (lub ponizej) czestotliwosci odciecia.

4.5 Zjawisko Gibbsa
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Rysunek 5: Widmo funkeji sinc(x) obcietej z obu stron do pewnej ilosci probek. Zgodnie z teorig transfor-
macji Fouriera, tak samo zachowuje sie pasmo filtra sinc o ograniczonej dtugosci odpowiedzi impulsowe;j.

Zjawisko Gibbsa polega na pojawianiu si¢ oscylacji przy przblizaniu funkcji ze skokowa nieciagtoscia za
pomoca skonczonych szeregéw Fouriera. Wynika to z wtasnosci skoku wartosci funkeji. W miejscu niecig-
glodci, wartos¢ funkceji zmienia sie nieskonczenie szybko, wiec pasmo takiego sygnatu jest nieskonczenie duze
(wymaga nieskoniczenie wysokich czestotliwosci, zeby je opisaé). Z tego powodu obciecie szeregu Fouriera
powoduje, ze opisujemy przyblizona funkcje korzystajac z ograniczonego zakresu (pasma) czestotliwosci.

W przypadku filtru sinc, jego skonczona dtugo$é powoduje, ze nie mozemy idealnie odwzorowaé za-
danej charakterystyki czestotliwosciowej, ktora ma skokows niecigglto$¢. Idealny filtr dolnoprzepustowy
o skonczonej odpowiedzi impulsowej musiatby mieé¢ nieskonczong dtugosé, co jest sprzeczne.

Zjawisko Gibbsa jest powodem, dla ktorego charakterystyka rzeczywistych filtrow sinc jest zafalowana.

Podczas projektowania filtréw musimy wybra¢ kompromis pomiedzy dtugoscig filtra a jego idealno-
Scia charakterystyki. Filtry krétkie (przetwarzajace mata ilosé probek wstecz) sa szybkie do policzenia
i wprowadzajg male opdznienie, ale ich charakterysytki sa dalekie od idealnych. Z drugiej strony, dtugie
filtry maja charakterystyki prawie idealne, lecz wymagaja wiecej obliczen i wprowadzaja duze opdznienia
przetwarzania. Jest to spowodowane tym, ze aby obliczy¢ warto$é¢ probki sygnatu wyjsciowego, musimy
zna¢ N probek sygnatu wejsciowego.

,_[ Zadanie 4.5.1 ]

Korzystajac z notebookéw z filtrami, sprobuj zaobserwowac i postucha¢ jak zmienia sie ich charak-
terystyka w zaleznosci od dhugosci filtra.

[stnieje drugi rodzaj filtrow cyfrowych, filtry o nieskoniczonej odpowiedzi impulsowej (ang. IIR - Infinite
Impulse Response). Ich zasada dziatania jest réwnie prosta, lecz wymagaja bardziej skomplikowanego
opisu matematycznego, a niepoprawnie zaprojektowane moga wpadaé¢ w oscylacje (zaczynaja emitowaé
niepozadane sygnaly).

5 Splot funkcji

Réwnanie (5) jest ,ograniczona” wersja operacji zwanej splotem, oznaczanej *:

(fxg)n]= Y fln—HK-glk] (21)



W przypadku filtréw o skonczonej odpowiedzi impulsowej wynikiem dziatania filtru jest splot sygnatu
wejéciowego x[n] oraz odpowiedzi impulsowej h[n]. Ze wzgledéw praktycznych przybliza si¢ operacje splotu
ograniczajac sumowanie do dtugosci filtru V.

Wazng cechg splotu jest jego zachowanie po poddaniu go transformacji Fouriera. Mozna pokazac, ze
transformata fouriera splotu to iloczyn transformat obu funkcji:

S{f*gt =5{f} &{9} (22)

Podstawiajac sygnal wejsciowy oraz odpowiedz impulsowa jak wyzej, rGwnanie ma postac:

§{z = h} =F{z} - F{h} (23)

Jak juz wiemy, transformata Fouriera z[n] to widmo sygnatu X [k]. Natomiast transformata odpowiedzi
impulsowej h[n] to charakterystyka czestotliwosciowa filtra H [k].

Wynika z tego, ze splot sygnatu wejsciowego x[n| z odpowiedzia impulsows filtra h[n] jest réwnowazny
z pomnozeniem widma sygnatu X[k] przez charakterysytke czestotliwosciowa filtra H[k]:

§{xln] + hln]} = X[k] - H[K] (24)

Te zaleznos¢ widaé¢ bardzo dobrze podczas analizy widma lub spektrogramu sygnaléw wejsciowego
oraz wyjsciowego filtra. Filtr dokonuje splotu sygnatu wejsciowego z[n] z odpowiedzia impulsowa h[n],

a wynikowe widmo sygnatu to widmo sygnatu wejsciowego X|[k] pomnozone przez charakterystyke filtra

,_[ Zadanie 5.0.1 ]

Spréobuj zmodyfikowaé notebook filtra usredniajacego tak aby zaimplementowac filtr grzebieniowy
z zadania 6.0.4. Uzyj istniejacego kodu aby zbadac jego charakterystyke oraz to w jaki sposéb wpltywa
na dzwigk
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6 Zadania dodatkowe
,_[ Zadanie 6.0.1 ]

Czy da sie zaprojektowad filtr usredniajacy, ktéry usuwa czestotliwosci 400 Hz oraz 600 Hz ale po-
zostawia czestotliwosé 200Hz?
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| Zadanie 6.0.2 |

Znajac zachowanie filtra usredniajacego o dtugoséci N prébek, oblicz, ile prébek trzeba usrednié (jak
dtugi musi by¢ filtr) aby jego czestotliwos$¢ odciecia byta réwna f, = 4kHz dla sygnatu o czestotliwosci
probkowania f, = 32kHz.

Wskazdéwka: Skorzystaj z czestotliwosci znormalizowanej

,_[ Zadanie 6.0.3 ]

Jakg charakterystyke czestotliwosciowa bedzie miat filtr, ktérego odpowiedzia impulsowa jest funkcja
d[n]?

SprawdZ swoje przypuszczenia znajdujac jaka transformate Fouriera ma funkcja d[n].

Wskazéwka: Zastanow sie, jak zachowuje sie splot dowolnej funkcji z funkcja 4.

,_[ Zadanie 6.0.4 ]

obliczenia na liczbach zespolonych
Oblicz charakterystyke czestotliwosciowa filtra o ponizszej odpowiedzi impulsowe;j:

hl0] =1/2 (25)
h[1] =0 (26)
h[2] =1/2 (27)
hin] =0 n=3,4,...,8. (28)

Wskazdéwka: aby uproscié¢ obliczenia uzyj czestotliwosci znormalizowanej: k = 0, ...,4, N = 8, wtedy
wartoéci argumentéw sin oraz cos sa wielokrotno$ciami /4. Uproszezenie wzoru 30 dla obliczenia
samej wartosci bezwglednej ma postac:

(k]| = Z hin] (sin(2wkn/N) — jcos(2wkn/N)) (29)

,_[ Zadanie 6.0.5 ]

Filtr grzebieniowy

Zastanow sie, jaki wplyw na sygnat miatby filtr ktéry dodaje do sygnatu jego kopie op6zniong o k
probek? Jak wyglada odpowiedZ impulsowa tego filtra? Zastanow sie, jak wyglada charakterystyka
czestotliwosciowa tego filtra oraz skad pochodzi jego nazwa?

Do ponizszych dwéch zadan przyda Ci sie wzor na dyskretna czasowa transformate Fouriera (DTFT):

N-1 N—-1
X[k] =) x[n] cos(2mkn/N)—j Y x[n] sin(2wkn/N) (30)
n=0 n=0

Sumowanie odbywa si¢ po wszystkich prébkach sygnatu. z[n] oznacza n-ta prébke sygnatu. Dyskretna
czasowa transformata Fouriera daje nam dyskretny rozklad czestotliwosci X[k| w sygnale z[n]. k = 0 ozna-
cza czestotliwosé zerowa, czyli wartos$¢ stata. Jest to Srednia sygnatu w czasie. k = 1 oznacza czestotliwosé
jaka ma fala wykonujaca jeden okres drgan w czasie N probek trwania sygnatu. k = 2 opisuje czestotliwosé
fali wykonujacej dwa okresy, itd., az do czestotliwosci k& = | N /2] ktora wykonuje jeden okres drgan co
dwie prébki. Ta czestotliwo$¢ to potowa czestotliwosci probkowania f,, czyli najwyzsza czestotliwos¢ jaka
dany sygnal moze opisa¢ zgodnie z twierdzeniem Nyquista. |z]| oznacza zaokraglenie x w dot.
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___| Zadanie 6.0.6 |

Na podstawie wzoru 30 udowodnij nastepujaca wtasnos¢ (dyskretnej czasowej) transformacji Fourie-
ra:

${alz) +b(x)} = F{alz)} + F{b(x)} (31)

,_[ Zadanie 6.0.7 ]

Na podstawie wzoru 30 udowodnij nastepujaca wtasno$é (dyskretnej czasowej) transformacji Fourie-
ra:

${Af(z)} = AF{a(z)} (32)

7 Dowdd twierdzenia o splocie dla DFT

Dodatkowo - wymaga uzycia wzoru Eulera exp(jz) = cos(x) + jsin(z) oraz wzoru na odwrotng dyskretna
transformate Fouriera. Bez wzoru Eulera dow6éd wymaga wykonania duzej ilosci przekstalcen trygonome-
trycznych.

${f(x) x g(x)} = {f(2)} - {g(2)} (33)

Dowdéd na sumach dla DTFT na podstawie dowodu dla FT
https://mathworld.wolfram.com/ConvolutionTheorem.html.

m=0
N—-1 1 N-1
_ T, — Ykeﬂﬂ-k n—m)/N _ (35)
m=0 N =0
N-1 i 1 N-1 .
_ ] x, N Z Y 6‘727rl€ Ne—J27Tkm/N = (36)
m=0 =0
N-1 N
_ Z z, YkejZﬁk(n)/N] e—jQTFk’m/N = (37)
m=0 k=0
N-1 . o
_ xme—jZﬂ'kJm/N Z Ykeﬂﬂk(ﬂ)/N] — (38)
m=0 k=0
N-—1
_ Z YkejZWk(n)/N] _ (39)
k=0
1 g :
k=0
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