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1 Fizyczne podstawy dzwieku

DzZwiek to zjawisko fizyczne, ktore odczuwamy styszac fale dzwiekowe. Jest spowodowany przez fale aku-
styczne propagujace sie (najczedciej) w powietrzu i docierajace do naszych uszu.

Fale akustyczne to fale podtuzne, czyli takie, w ktorych przesuniecie oérodka propagacji (np. czasteczek
powietrza) odbywa sie w tym samym kierunku, co kierunek rozchodzenia sie fali. Drugim rodzajem fal sa
fale poprzeczne, czyli takie, w ktérych osrodek porusza sie prostopadle do kierunku rozchodzenia sie fali.
Przyktadem fal poprzecznych sa fale na powierzchni wody.

Dzwiek powstaje naczesciej gdy jakis przedmiot zaczyna wibrowaé¢ w powietrzu. Moze by¢ to np struna
wprawiana w wibracje w sposob mechaniczny (np przez mloteczek w fortepianie, albo palce w instrumen-
tach strunowych). Moze to tez by¢ piszczatka wprawiana w wibracje przez przeptyw powietrza, tak jak to
ma miejsce w instrumentach detych. W niektérych przypadkach sam przeptyw powietrza moze tworzy¢
fale stojace we wnece, np. flecie albo butelce.

Napieta struna wprawiona w wibracje porusza sie, przesuwajac otaczajace ja czasteczki powietrza.
Z powodu chwilowego wzrostu cisnienia powietrza, sasiadujace czasteczki zmieniaja potozenie, powodujac
zmiane cisnienia obok, co porusza kolejne czasteczki i proces zaczyna sie¢ od nowa. Poniewaz czasteczki
gazu majg swoja bezwladno$cé, ich ruch jest opdzniony wzgledem poprzednich. Z tego powodu mija pewien
czas az fala ci$nienia wytworzona w jednym punkcie dotrze do drugiego. Méowimy, ze fala propaguje sie
przez o$rodek z pewng predkoscig fazowa. Jest to predkosé z ktoéra czoto fali porusza sie przez osrodek,
np. powietrze.

2 Wibracje struny

Rozchodenie sie fal opisuje rownanie falowe. Jest to réwnanie rézniczkowe drugiego stopnia, ktorego roz-
wigzanie zalezy od tzw. warunkéw brzegowych. Nie bedziemy wnikaé¢ w to jak sie je rozwigzuje, natomiast
sprébujemy wyttumaczy¢ jego rozwigzanie dla struny o zamocowanych koncach korzystajac z obrazowego
opisu zjawiska.

Jak podaliSmy wczesniej, fala akustyczna propaguje sie z pewng predkoscig v, ktora jest charaktery-
styczna dla danego materialu. Aby struna wibrowala stabilnie, dtugosé fali musi by¢ taka, aby propagujaca
sie¢ fala po przebyciu catej dtugosci struny L i odbiciu si¢ od jej obu koncow, wrécita do punktu poczat-
kowego z taka sama fazg. Inaczej mowiagc, musi by¢ to tzw. fala stojaca, czyli taka, ktorej wezty nie
zmieniaja swojego potozenia. Warunkiem koniecznym do tego jest aby w kazdym punkcie faza fali byta
taka sama na poczatku i na koncu podrozy.

Przy odbiciu od zamocowanego konca fala zmienia faze o 180 stopni (,,odwraca sie”), ale poniewaz
nastepuja dwa odbicia, nie wpltywa to na nasze rachunki. Lacznie fala przebywa dwie dlugosci struny. Aby
faza byla identyczna na koncu podrozy, fala musi przeby¢ te odlegtos¢ w ciggu jenego okresu 7.
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Odwrotnosé okresu T, czyli czestotliwosé f nazywamy czestotliwo$cig podstawows struny. Fala o takiej
czestotliwosci bedzie miata dwa wezty, ktore znajdujag sie¢ w umocowanych koncach. Te punkty struny sie
nie ruszaja.



Faza fali zgodzi sie rowniez gdy fala przebedzie odlegtosé¢ w czasie bedacym wielokrotnoscia okresu,
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Czestotliwosci f,, nazywamy czestotliwosciami harmonicznymi. Fala o takiej czestotliwosci ma wiecej
weztow ktore znajduja sie w punktach roztozonych réwno na calej dhugosci struny.

Rzeczywiste drgajace struny generuja dzwiek bedacy suma czestotliwosci podstawowej oraz jej har-
monicznych a takze zawierajace pewne anharmoniczne sktadowe (np. stukniecia klawisza w przypadku
wysokich dZzwigkéw fortepianu).

W powietrzu, w warunkach normalnych fala akustyczna porusza sie z predkoscia 343 m/s. Doktadna
wartos$¢ tej predkosci zalezy od wielu czynnikéw takich jak wilgotnos$é, tempratura i ciSnienie powietrza.

Powietrze nie jest jedynym nosnikiem fal akustycznych. Moga sie one propagowaé¢ w dowolnym innym
materiale, np w cieczach i cialach statych. W ciatach statych dZzwieck moze propagowac sie rowniez w po-
staci fal poprzecznych. To zjawisko jest wykorzystywane w kamertonie podczas dotykania go do réznych
obiektéw aby one réwniez zaczety emitowac dzwiek.

Ciekawostka ]

Mozesz zaobserwowaé propagacje dzwieku w cialach stalych na rézne sposoby, np przyktadajac ucho do
blatu stotu i lekko przesuwajac po nim palcami lub innym przedmiotem. Bedziesz réwniez styszeé¢ dzwieki,
ktére przepropagowaly sie z powietrza do blatu.

,_[ Zadanie 2.0.1 ]

Oblicz, w jakiej odlegtosci trafit piorun jezeli od btysku do huku mineto 10 sekund. Zatéz, ze predkosé
dZzwieku wynosita 340 m/s.

[ Zadanie 2.0.2 |

Oblicz, jaka jest predkosé dzwieku (to znaczy, z jaka predkoscia porusza sie fala) w pierwszej strunie
gitarowej (E) jezeli emituje ona czestotliwo$¢ podstawowa réwna fp = 329.63Hz. Dlugo$¢ strun
gitary akustycznej long scale wynosi 650mm. Na jaki parametr struny wptywasz, strojac gitare?

3 Fale harmoniczne

Najprostszym rodzajem fali jest tzw. fala harmoniczna. Fala harmoniczna jest opisywana funkcja sinuso-
idalng. Taka fala moze rozchodzi¢ si¢ m.in. w napietej strunie. Fala harmoniczna jest opisywana wzorem:

y(t,x) = Asin (wt — kx + @) (7)

Argument tej funkcji, zwany faza, wt — kz 4 ¢, to suma trzech sktadnikow:
o wt to sktadnik odpowiedzialny za zmiane odchylenia fali w czasie ¢

o kx to sktadnik odpowiedzialny za zmiane odchylenia fali w przestrzeni. Dla fali w jednym wymiarze
wspotrzedna oznacza sie najczesciej x. Litera k to tzw. liczba falowa, ktéra zaraz opiszemy doktadniej.

« © to tzw. faza poczatkowa, ktéra ustala jakie odchylenie miata fala w punkcie (t = 0,z = 0).

Za natezenie fali odpowiedzialna jest jej amplituda A, ktora mnozy wartosé¢ funkcji sinus. Jezeli
rozpatrujemy tylko jedna fale, to mozemy pomina¢ faze poczatkowa uznajac ¢ = 0. Wtedy faza to wt —kz



Przyjrzyjmy sie doktadniej wartosci fazy. Jest to suma dwdéch sktadnikéw, wt oraz kz. Zastanéwmy sie
co oznacza wt. W tym celu ustalmy stalmy x = 0. Wtedy, wraz z uptywem czasu rosnie wartos¢ wt, a wraz
z nig zmienia sie warto$¢ funkcji sinus:

o dla wt = 0, warto$¢ wychylenia fali wynosi zero (Asin(0) = A-0=0)

o dla wt = /2, wartos¢ wychylenia fali wynosi A (Asin(7/2) =A-1=A)

o dla wt = 7, warto$¢ wychylenia fali wynosi znéw zero (Asin(r) = A-0=0))

o dla wt = 37/2, wartos¢ wychylenia fali wynosi —A  (Asin(37/2) = A- (—1) = —A)

o dla wt = 27, warto$¢ wychylenia fali wynosi znowu zero (Asin(27) = A-0=0)

« dla kolejnych wartoséi wt cykl sie powtarza, bo sinus to funkcja okresowa z okresem réwnym 27.

Jezeli zalozymy, ze t roénie z taka szybkoscig aby okres fali T'byt réwny 1, to wtedy mozna wyprowadzic¢
wartos¢ w z warunku

wl =27 (8)
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Jest to wzér na wielko$é zwana czestoécig kotows fali lub po prostu czestoscig'. Poniewaz wiemy
ze czestotliwosé f oraz okres T to swoje odwrotnosci, mozemy powigza¢ w z czestotliwoscia:
27

Zajmijmy sie teraz czescia kx. Ustalamy ¢ = 0 i podobnie jak dla pierwszego sktadnika sumy, wnio-
skujemy, ze caly okres sinusa otrzymamy gdy kx = 27w. Ma ona jakis zwiazek z przestrzennym aspektem
rozchodzenia si¢ fali. Ustalmy znowu, ze x ma taka skale, w ktorej jeden okres fali otrzymujemy gdy = = 1.
Zatem k musi by¢ rowne:

2t 27
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Te specyficzna warto$¢ x nazwiemy dtugoscig fali. Oznacza si¢ ja grecka litera A. Natomiast k to liczba
falowa. Zauwaz, ze liczba falowa ma wymiar 1/m.

W ogdélnym przypadku rozchodzenia sie fali w trzech wymiarach, k staje sie wektorem k= [lcx, k., kz]
i nosi nazwe wektora falowego.

Zdefiniowalisémy predkos¢ fazowa fali jako predkosé rozchodzenia sie czota fali. Doprecyzujemy te de-
finicje — predkosé¢ fazowa fali to predko$é¢ z jaka rozchodzi sie punkt majacy statyg faze, czyli ustalonag
wartos¢ argumentu funkcji sinus. W ogdélnoéci, dla fal rozchodzacych si¢ w trzech wymiarach, méwimy o
powierzchni statej fazy.

,_[ Zadanie 3.0.1 J

Gramofon odtwarza muzyke poprzez prowadzenie igly gramofonowej w rowku ptyty. Przesuniecia
rowka powodujag ruch igly ktory jest zamieniany na sygnat elektryczny przez wktadke gramofonows.
Plyty gramofonowe sg nacinane dla kilku predkosciach odtwarzania, m. in. 33% oraz 45 obrotow na
minute (tzw. “Long play” oraz “Maxi single”).

Z jaka czestotliwoscia odtworzy sie dzwiek A, o czestotliwosci 440Hz, jezeli zostal on nagrany na
ptycie Long play a odtworzony z predkoscia 45 obrotéw na minute?

Wskazowka: Ile razy szybciej bedzie wibrowac igta?

k

T

1. Nie nalezy myli¢ jej z czestotliwodcia. W jezyku polskim czestosé i czestotliwosé do dwa stowa, jednak w angielskim na
czesto$¢ kotowa moéwi sie angular frequency, a na czestotliwo$é frequency

4



4 Zakres styszalnych dzwiekéw oraz skala muzyczna

4.1 Zakres styszalnosci u ludzi i zwierzat

Ludzie stysza fale akustyczne w zakresie od okoto 20Hz do 20kHz. Gérna granica styszalnosci zmniejsza
sie wraz z wiekiem. Ludzka mowa zawiera sie w zakresie od 100 do 5000 Hz.

Zwierzeta maja rozne zakresy styszalnych dzwickow. Wsréd zwierzat uzywajacych dzwickéw do ko-
munikacji, stuch jest naczesciej najbardziej czuty w zakresie ktéry moga wydawaé one same. Najszerszy
zakres styszanych czestotliwosci maja koty, delfiny oraz niektore nietoperze. Najnizsze dzwieki (do ok. 7Hz)
stysza niektore walenie, a najwyzsze, delfiny (150kHz) oraz nietoperze (115kHz).
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Rysunek 1: Zakres styszalno$ci zwierzat. Za []

4.2 Skala muzyczna

W tzw. stroju réwnomiernie temperowanym ustalono czestotliwoéé¢ dzwieku a'. Jest ona zdefiniowana jako
440 Hz. Oktawa jest podzielona na 12 poéttondéw. Dzwieki oddalone o jedna oktawe maja czestotliwosé
dwukrotnie wyzsza lub nizsza, zatem dzwick a® bedzie miat 220Hz, a a? odpowiada czestotliwoéé 880Hz.

Stroj réwnomiernie temperowany zaktada, ze proporcje czestotliwosci kolejnych dzwiekow sa wzgledem
siebie state. Poniewaz jedna oktawa to 12 péttonow, to czestotliwosci dzwigkdéw oddalonych od siebie o 1
pétton sa w proporcji 1: /2 ~ 1 : 1.0595. Odlegtoéci miedzy dzwiekami, zwane interwatami, sa wielokrot-
nosciami poéttonow. Interwat sekundy wielkiej, oddalony o dwa pottony, taczy dzwigki o czestotliwosciach

2
w proporcji 1 : ( 1\2/§> ~ 1 : 1.1225. Tercja wielka to dwa cate tony, czyli 4 pottony, wiec proporcja
3

czestotliwoéci dwéch dZzwiekéw to 1 : ( 13/5) ~ 1:1.1892, itd. W konicu oktawa, oddalona o 12 péttonéw,

daje proporcje 1 : ( 1\2/§>12 =1:2.

7 tych 12 dzwiekéw, odpowiadajacych 12 klawiszom fortepianu w oktawie, w trakcie historii muzyki
wyklarowaly sie rozne skale muzyczne. Wspotczesnie wyrdzniamy dwie gtéwne skale sktadajace sie z 8
dzwiekow, podzielonych na dwa tetrachordy: skale durows oraz molowa.

Skala durowa to skala, w ktérej oba tetrachordy sa w proporcji 1: 1:1/2 tonéw, i oddalone od siebie
o 1 caty ton:

’ Pierwszy tetrachord ‘ ‘ Drugi tetrachord ‘
caly ton caly ton péiton caly ton caly ton caly ton péiton
1 11 III v \Y VI VII VIII

Rysunek 2: Skala durowa w proporcji [1+1+1/2]+1+[1+1+1/2].



Skala molowa harmoniczna ma inny uktad péttonéw — pierwszy tetrachord jest w proporcji 1:1/2: 1,
natomiast drugi 1/2:3/2:1/2:

’ Pierwszy tetrachord ‘ ‘ Drugi tetrachord

caly ton pétton caly ton caly ton péiton sekunda. zw. péiton
I I 11 v \Y VI VII VIII

Rysunek 3: Skala molowa naturalna w proporcji [1 +1/2+ 1]+ 1+ [1/2+3/2+1/2].

Istnieje kilka innych odmian skal molowych, np. melodyczna oraz naturalna. Réznia sie one drugim
tetrachordem. We wszystkich skalach suma interwatéow wynosi 12 péttonow, czyli jedna oktawe.

,_[ Zadanie 4.2.1 ]

Zmajdz, w jakich proporcjach sg do siebie czestotliwosci kolejnych dzwiekow skali pentatonicznej
bezpottonowej:

‘ Skala pentatoniczna bezpottonowa ‘
caly ton péltora tonu caly ton caly ton poéttora tonu
I IT 11 v A% I

Jakie czestotliwos$ci miatyby dzwieki tej skali jezeli pierwszy bytby o czestotliwosci 128Hz?

5 Glo$nos$é dzwieku

Czestotliwos¢ dzwieku nie jest jego jedynym parametrem. DZwiek moze by¢ tez gtosny lub cichy. Fizycz-
nym zjawiskiem odpowiedzialnym za to jest amplituda fali. Wigksze zmiany ci$nienia powoduja glosniejszy
dzwiek. Nasze uszy odbieraja dZzwigk w skali logarytmicznej, oraz majg rézna czutosé dla réznych czesto-
tliwosci.

Do wyrazania wielkoSci logarytmicznych uzywa sie decybeli [dB], czyli pochodnej jednostek logaryt-
micznych (Beli). Opisuja one proporcje danej wielkosci do wielkosci odniesienia. Glo$noéé dzwigku uzywa
poziomu odniesienia réwnego ci$nieniu 20 pPa. Oznacza to, ze dzwiek spowodowany przez fale cisnienia
o amplitudze 20pPa ma gtosnos¢ 0 dB SPL (Sound Pressure Level).

Pozostate wartosci sg zdefiniowane wedtug wzoru

2

P = 10logy, (%) dB = 20l0g,, (ﬂ) dB (12)
V245) Po

Liczba 2 przed logarytmem wynika z tego, ze natezenie fali to kwadrat jej amplitudy.
Dzwiek, ktory jest spowodowany fala ci$nienia o natezeniu 10-krotnie wiekszym (100-krotnie wieksza
amplituda) niz ci$nienie odniesienia bedzie miat glosnosé

10p,)?
P = 10logy, (%) = 10log,((100) = 10 - 2 = 20 dB SPL (13)
Po

DZwiek o natezeniu 60 dB SPL (glo$noséé glosnej rozmowy) bedzie tworzyt fale ci$nienia o natezeniu

60 dB SPL. = 20log,, <£> (14)
Do
p
103 Po = P (16)
p = 20000 pPa =20 Pa (17)
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Wykres ponizej pokazuje czutosé ludzkiego stuchu w zaleznosci od czestotliwosci dzwigku. Jak widac,
stuch ludzki jest najbardziej czuty w zakresie w ktérym znajduje sie mowa. Najczulszy punkt, znajdujacy
sie w okolicach 3kHz to zakres czestotliwos$ci odpowiadajacej ptaczu matych dzieci. Gérna granica, zwana
granicg bolu oznacza natezenia dzwieku tak silne, ze wywohuja fizyczny bét uszu. Takie natezenia prowadzg
do trwatego uszkodzenia stuchu.

A

130 A Granica bolu
120 4

110 4
100
90 A
80 1
70 -
60 A
50 -
40
30 -
20 4
10 4

Zakres dzwiekow styszalnych

Poziom ci$nienia akustycznego [dB]

20 50 100 200 500 1k 2k 5k 10k 20k
Czestotliwosé [Hz]

Rysunek 4: Powierzchnia styszalnoSci. Na osi pionowej skala dB SPL (domena publiczna) [3]

Zakres styszalnych glosnosci dzwieku rozcigga sie od 0 do ok. 130dB SPL. Oznacza to, ze ludzkie ucho
moze wykrywaé fale dzwigkowe o natezeniach rézniacych sie ponad 10° (milion) razy. To ogromny zakres
dynamiki!

,_[ Zadanie 5.0.1 ]

Jaka zmiane cisnienia powoduje dzwiek startu odrzutowca styszanego z odlegtoéci 1 m, o gtosnosci
150 dB SPL? Czy takie natezenie dzwicku jest bezpieczne?

6 Wprowadzenie do sygnatéw

Na poprzednich zajeciach opisaliémy fale sinusoidalne oraz jej harmoniczne, a takze zdefiniowaliSmy, jakie
parametry ma ta fala:

y(x,t) = Asin (wt — kz + ¢) (18)

Funkcja y(t, ) opisuje jak zmienia sie warto$¢ fali harmonicznej. Zatézmy ze jest to fala akustyczna.
Wtedy A jest jej amplituda, czyli mowi, w jakim zakresie fala zmienia lokalne cisnienie powietrza.

Jezeli mamy sposéb zmierzenia wartosci y(x,t) w jakim$ punkcie z,, np. za pomoca mikrofonu, to
otrzymamy funkcje s(t) ktora jest réwna y(xy,t). x, to jaki§ wyznaczony punkt, w ktérym stoi mikrofon.
Funkcja s(t), ktora opisuje jak zmienia si¢ ci$nienie w punkcie z, (jaka warto$¢ ma w nim fala akustyczna),
jest nazywana sygnalem.

W naszym przypadku funkcja s(¢) opisana bedzie wzorem

s(t) = y(zy, t) = Asin (wt — kzy + @) (19)



Jezeli A to jaka$ wartoS¢ cisnienia, a s opisuje odchylenie ci$nienia w czasie ¢, to mozna powiedzieé, ze
s(t) to sygnal akustyczny. Podobnie jesli A byloby jakas warto$cia napiecia, to powiemy, ze s(t) opisuje
sygnal elektryczny (sygnal napieciowy).

W ogélnosci dowolng funkcje, ktora opisuje jak zmienia sie jakas mierzalna wartos¢ w czasie, mozemy
nazwa¢ sygnatem

Sygnat sinusoidalny Sygnat pitoksztattny
1.0 1.0
0.5 0.5 4
0.0 0.0 1
—0.5 1 —0.5 1
_IID L T T T T T T _IID A T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Sygnat prostokatny Sygnat losowy (szum)
1.0 { —— — — — —
0.5
0.0
—0.5 4
_1 D - — S —— L — S —

T T T T T T T T T T
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Rysunek 5: Rézne sygnaly.

7 Komputerowe przetwarzanie dzwieku

Korzystajac z mikrofonéw, toru elektroakustycznego oraz gto$nikéw mozemy zamieniaé sygnaty akustycz-
ne na elektryczne oraz odwrotnie. Najprostszym urzadzeniem ktére tego dokonuje, jest telefon analogowy
- mikrofon po jednej stronie polaczenia zamienia dzwigk (sygnal akustyczny) na sygnal elektryczny, a na-
stepnie ten sam sygnal elektryczny jest zamieniany na dzwigk po drugiej stronie.

Mozemy réwnierz zamieniaé sygnal elektryczny (np. napiecie albo natezenie pradu) na wartosci liczbo-
we, oraz odwrotnie - wartosci liczbowe na sygnaty elektryczne. Stuza do tego przetworniki analogowo-cy-
frowe (ADC) oraz cyfrowo-analogowe (DAC)2. Najprostszym przykladem takiego przetwornika jest karta
dzwiekowa komputera, w ktérej przetwornik cyfrowo-analogowy podtaczony jest do stuchawek a analogo-
wo-cyfrowy do mikrofonu.

Komputer
Sygnat akustyczny Sygnat elektryczny Sygnat elektryczny
Sygnaly cyfrowe Sygnat akustyczny
) %_/\ Karta
dzwiekowa
Zrédto dzwieku Mikrofon Gtosnik

Rysunek 6: Tor sygnalowy z wykorzystaniem komputera do przetwarzania dzwieku.

Dzigki karcie dzwigkowej mozemy przekonwertowac sygnaty akustyczne do wartosci w pamieci kompu-
tera. To pozwala na ich przetwarzanie na bardzo wiele sposobéw.

2. ang. analog to ditigal converter oraz digital to analog converter



Przyktadowo, sygnatl z mikrofonu moze by¢ zapisany w pamieci komputarea, a nastepnie wystany do
glosnika w pozniejszym czasie - w ten sposéb za pomoca komputera nagrywamy dzwiek. Mozna rowniez
zsumowacé kilka sygnatéw z mikrofonu (dzwiek fortepianu, $piew wokalistki), nagranych w réznym czasie
- i pozniej dodac je do siebie, aby utworzy¢ sygnat dzwigkowy, w ktérym wokalistka Spiewa w akompania-
mencie fortepianu.

Sygnal trafiajacy do gtosnika moze réwniez zosta¢ wygenerowany sztucznie — na przyktad odebra-
ny przez internet (radio internetowe) albo obliczony przez program komputerowy. W ten sposéb mozna
syntezowac¢ dzwieki nie wystepujace w naturze.

8 Sygnaly dyskretne

W dalszej czesci zaje¢ wykorzystamy proste programy w jezyku Python, aby zgtebia¢ tajniki syntezy
dzwieku. Najpierw jednak przyjrzyjmy sie w jaki sposéb komputer przechowuje sygnaly (takie jak dzwiek)
W pamieci.

Aby zreprodukowaé sygnal dZwickowy, powinniSmy za pomocg gtoénika wytworzy¢ takg sama fale jaka
padta na membrane mikrofonu, to znaczy, odtworzyé¢ w czasie wartosci funkcji 19, ktéra opisuje sygnat
dZzwiekowy. Problem polega na tym, ze aby to zrobi¢, nalezy znaé¢ wartosci s(¢) dla kazdego t. Zmienna t
jest liczba rzeczywista, wiec nawet w bardzo krotkim okresie czasu, jest nieskonczenie wiele tych punktéw
(méwimy ze zbior R jest gesty). Oznacza to ze nasz komputer musiatby miec nieskoniczenie pojemna pamiec.
Takie pamieci z oczywistych przyczyn nie moga istniec.

Na szczescie w roku 1949 Harry Nyquist wraz z Claudem Shannonem?®sformutowali twierdzenie mo-
wigce, ze mozna odtworzy¢ dowolny sygnal o ograniczonym zakresie czestotliwosci B majac do dyspozycji
punkty (prébki) tego sygnatu oddalone nie bardziej niz 1/(2B). Jest to Twierdzenie Nyquista-Shan-
nona zwane rézniez Twierdzeniem o prébkowaniu:

Twierdzenie o probkowaniu ]
J

Jezeli funkcja x(t) zawiera czestotliwodci nie wigksze niz B Hz, to mozna ja wiernie odtworzy¢ z szeregu
punktéw oddalonych od siebie o mniej niz 1/(2B) sekund.

Moéwigce inaczej, majac probki zmierzone co najmniej 2B razy na sekunde mozna odtworzy¢ sygnat
sktadajacy sie z czestotliwosci co najwyzej B Hz.

Twierdzenie o prébkowaniu jest najwazniejszym twierdzeniem teorii sygnaléw.

O sygnale ktoéry jest opisany jako szereg wartosci w ustalonych punktach méwimy ze jest dyskretny,
w przeciwienstwie do sygnaléw cigglych, ktére sa opisane w kazdym punkcie (w danym zakresie czasu).

Sygnaly analogowe i cyfrowe ]

J
Sygnaly analogowe sg sygnalami cigglymi, a cyfrowe dyskretnymi. Sygnaly analogowe maja rowniez ogra-
niczone pasmo (nie sa w stanie przenies¢ dowolnie wysokiej czestotliwosci), lecz przyczyny tego zjawiska sa
zupelnie inne.

Sygnaly dyskretne w komputerze prechowywane sa jako lista (tablica) wartosci w pamieci.

Zadanie 8.0.1 ]

Jaka jest najwyzsza czestotliwo$é, ktorg mozna odtworzy¢ z ptyty Audio CD? Dzwiek na plycie jest
zapisany w formie cyfrowej z czestotliwoscia probkowania 44.1kHz. Czy taka czestotliwos¢é préobko-
wania wystarczy, aby zapisa¢ wszystkie dzwieki styszane przez ludzi?

3. Oryginalnie to twierdzenie opisal Sir Edmund T. Whittaker w 1915, a w podobnym okresie (1933) zostalo ono réwniez
sformulowane przez rosyjskiego matematyka V. Kotelnikowa, z tego powodu znane jest réwniez pod ich nazwiskami.
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9 Synteza prostych tonow

Do syntezowania sygnatéw uzyjemy jezyka Python. Bedziemy korzystaé¢ z gotowych skryptéw uruchamia-
nych w srodowisku Jupyter.

Zacznijmy od syntezy prostego tonu. Aby to zrobi¢, wygenerujemy liste kolejnych wartosci zmiennej ¢
(czasu), a nastepnie dla kazdej z nich obliczymy s(t) ze wzoru zapisanego w kodzie programu.*

Nasza prace z komputerem musimy zaczaé¢ od wezytania kilku bibliotek, ktore pozwolg nam korzystac
z gotowych fragmentow kodu i funkcji:

from IPython.lib.display import Audio
import librosa, librosa.display
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from xvbis import x*

Wygenerujmy prosty ton harmoniczny, obliczajac kolejne wartosci funkeji sin. Skorzystamy z funkcji
pomocniczej czas (dlugosc, czestotliwos§é_probkowania) ktora wygeneruje tablice kolejnych wartosci
czasu dla probek, tak abysSmy uzyskali dzwiek o danym czasie trwania.

sr = 16000 # Czestotliwosé prébkowania

T =2 # liczba sekund

# Generujemy wektor wartosSct czasu jako cigg kolejnych wartosci
t = czas(T, sr)

f = 440 # Czestotliwo$Sé w Hz

# Obliczamy s(t) = sin(2*pixfxt) dla kazdego t

ton_sin = np.sin(2*np.pi*f * t)

Audio(ton_sin, rate=sr) # Wynik w postaci pliku dZwiekowego

Funkcja Audio pozwala nam postuchaé¢ wynikowego sygnatu. Musi znajdowaé sie jako ostatnia w ko-
morce.
Mozemy wykresli¢ pierwsze sto probek za pomoca funkcji plt.plot:

plt.plot(ton_sin[:100])

Poczatek tablicy probek w pamieci komputera ma nastepujaca postac

print(ton_sin[:100])

array ([0. , 0.1719291 , 0.33873792, 0.49545867, 0.63742399,
0.76040597, 0.86074203, 0.93544403, 0.98228725, 0.99987663])

Mozemy réwniez narysowaé spektrogram wygenerowanego sygnahu:

spektrogram(ton_sin)

oraz obliczy¢ jego transformate Fouriera za pomoca:

fourier(ton_sin)

4. Zasadniczo przedstawiony program tworzy liste (wektor) wartosci ¢ a nastepnie przekazuje go do funkeji sinus, ktéra
zwraca wektor obliczonych wartoéci. Nie ma tutaj jawnie petli, natomiast komputer liczy te wartosci po kolei.
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Aby zsyntezowac kilka tonéw granych jednocze$nie wystarczy zsumowacé ze sobg kilka sygnaltéw. Sume
nalezy podzieli¢ aby nie wyjsé poza zakres (—1;1):

sr = 16000

T =4

t = czas(T, sr)

a4 = np.sin(2#np.pix* 440 * t)
ab = np.sin(2*np.pi* 880 * t)
oktawa = (a4 + ab)/2
Audio(oktawa, rate=sr)

Natomiast aby odegra¢ dwa sygnaty jeden po drugim, musimy zlaczy¢ je jeden za drugim (dokonaé
konkatenacji). Stuzy to tego funkcja np.concatenate:

dwatony = np.concatenate((a4, ab))
Audio(dwatony, rate=sr)

Zwr6é uwage na podwojne nawiasy w funkcji np.concatenate. Sg one potrzebne, poniewaz jej argu-
mentem jest krotka®, ktéra w Pythonie oznaczana jest przez pare ( ).
Mozna skonkatenowaé¢ wiecej niz dwa sygnaty - wtedy zostang one zagrane po kolei:

—
Il

1 # sekund
czas(T, sr)

ct
I

# Mozesz zdefiniowal wiecej dzwiekow, jeSli znasz ich czestotliwosct

c4 = np.sin(2*np.pi*261.62 * t)
e4 = np.sin(2*np.pi*329.62 * t)
g4 = np.sin(2*np.pi*391.99 * t)

# Konkatenacja - sklejanie sygnatéw "jeden za drugim"
akord = np.concatenate((c4, e4, g4))
Audio(akord, rate=sr)

,_[ Zadanie 9.0.1 ]

Stwoérz program, ktéry zagra po kolei akord C-Dur (Cy, E,, G,) a nastepnie jego pierwszy przewrdt
(E47 G47 C5>
Tabela czestotliwosci w Hz:
Dzwiek | Czestotliwosé | Dzwiek | Czestotliwosé
C, 261.63 G, 392.00
C+#, 277.18 G#, 415.30
D, 293.66 A, 440.00
D#, 311.13 A#, 466.16
E, 329.63 B, 493.88
F, 349.23 Cs 523.25
F#, 369.99

5. krotka to struktura danych odpowiadajaca matematycznej n-ce (dwdjce, trdjce, czworce..). Laczy ona kilka obiektéw
W grupe.
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10 Spektrogramy

Jak pokazalismy, dzwiek ma rézne parametry, ktére moga go opisywac. Dzwiek moze sktadaé sie z pewnej
sumy czestotliwosei (czestotliwosci harmonicznych) oraz mie¢ rozna glosnosé (natezenie dzwigku). Mozna
zrobi¢ wykres pokazujacy jak zmienia sie natezenie oraz czestotliwos¢ dzwieku w czasie. Taki wykres
nazywamy spektrogramem. Jest to wykres tréjwymiarowy - na osi poziomej znajduje si¢ czas, na osi
pionowej czestotliwos$é, a jasno$é punktu oznacza natezenie dzwigku.

Spektrogramy pozwalaja zwizualizowac strukture oraz zawarto$¢ nagrania dzwiekowego.

Spektrogram dzwigku, ktory sktada sie z pojedynczego sinusoidalnego tonu bedzie przedstawiat jedng
pozioma lini¢. Dzieje sie tak dlatego, ze taki dZzwick ma stata czestotliwosé przez caty czas trwania.

Spektrogram rzeczywistych dzwiekow instrumentow bedzie zawieraé kilka poziomych linii odpowieda-
jacej czestotliwosci podstawowej oraz jej harmonicznych. Zaleznie od barwy tego dzwicku i jego trwania
moga one zanika¢ szybciej lub wolniej

C dwukresdlne

+0 dB
C10 A
9 | -10 dB
cg{ = -20 dB
7 4 o -30 dB
w C6- =
= : -40 dB
2 CS - | —
i --50 dB
C4 -
1
3 -60 dB
C2 |: --70 dB
7 T T T T T T I '80 dB
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Time

Rysunek 7: Spektrogram dzwieku ¢? granego na fortepianie. [0]

Rozktad czestotliwosci - C dwukreslne, fortepian
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Rysunek 8: Rozklad czestotliwosci dzwigku c¢?. Oznaczone sa wartosci w Hz. [0]
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C dwukresine (fortepian)
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Wartos¢ sygnatu
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Rysunek 9: Sygnal dzwieku c? z poprzedniego spektrogramu. [0]

Spektrogram akordu bedzie zawierat odpowiednio wiecej linii:

Akord C-Dur
+0 dB

C10 A
-10 dB

-20 dB

-30 dB

-40 dB

Note

--50 dB

--60 dB

--70 dB

T —--80 dB
2.5 3

Rysunek 10: Spektrogram akordu C-Dur (w przewrocie, G-C-E) granego na fortepianie. [0]

Grajac melodie na instrumencie emitujemy z niego kolejno rézne wysokosci dzwiekéw. Spektrogram
bedzie przedstawial je jako kolejne grupy linii. Tworzy sie swojego rodzaju charakterystyczny obraz, z kto-
rego mozna odczyta¢ wysokosci kolejnych dzwiekéw oraz ich barwe a takze charakter (staccato, vibrato,
legato, itd.)
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Fur Elise
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Rysunek 11: Spektrogram poczatkowej frazy utworu Ludwika Van Beethovena ,Dla Elizy”, granego na
fortepianie. [7]

Ponizej znajduje sie przyktad spektrogramu fragmentu audycji radiowej zawierajacej Hejnal Mariacki
grany codziennie o godzinie 12. Skala po lewej oznacza czestotliwosé w Hz.
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Rysunek 12: Spektrogram transmisji Hejnalu. Pionowa skala to skala mel, ktora jest wyskalowana tak aby wysoko$¢ na skali odpowiadata
wysokosci dzwieku jaka odbiera ludzka percepcja. Nie jest to skala liniowa wzgledem czestotliwosci ani skali harmonicznej. Wartosci podane sg w Hz.



| Zadanie 10.0.1 |

Przyjrzyj sie spektrogramowi hejnatu - jak myslisz, dla czego w potowie pierwszego spektrogramu,
tuz po sygnale czasu, ,tto” robi sie szare?

Wskazowka: Co musial zrobié¢ realizator programu radiowego, aby przenies¢ stuchaczy z Laborato-
rium Czasu i Czestotliwo$ci GUM w Warszawie, na Wieze Mariacka w Krakowie?

11 Zadania dodatkowe

,_[ Zadanie 11.0.1 ]

Basia ogladata pokaz sztucznych ogni. Widownia stata na brzegu jeziora, a rakiety byty wystrzeliwy-
wane z barki stojacej 400m od brzegu. Na jakiej wysokosci wybuchta rakieta, jezeli Basia ustyszata
huk po 1.5s od btysku? Zaloz, ze rakieta leciata pionowo do gory.

,_[ Zadanie 11.0.2 ]

Zakltadajac, ze trzecia struna gitarowa emituje dzwiek G5 o czestotliwosci 196Hz, oblicz, w jakim
punkcie gitarzysta musi ztapaé¢ strune aby skrécié ja tak, by zagra¢ dzwiek

. C,
« 0 3 péltony wyzszy od Gy
o 0 czestotliwodci 220 Hz

Zatoz, ze dtugosé struny wynosi 650mm

,_[ Zadanie 11.0.3 ]

Jakg dtugos¢ fali bedzie miat zapis magnetyczny tonu o czestotliwosci 1kHz nagrany na kasecie
magnetofonowej? Predko$¢ przesuwu tasmy wynosi 1 7/8 cali/sek. 1cal ~ 25.4mm

| Zadanie 11.0.4 |

Skoro juz wiesz jak mozna generowac dzwieki oraz akordy o zadanej dlugo$ci, sprobuj napisaé pro-
gram, ktéry syntezuje wybrana (lub skomponowana) melodie.
Przydatne wskazowki:

o Mozesz skorzysta¢ ze zmiennych aby przechowywaé¢ w nich fragmenty melodii, np konkretny
akord lub fraze

» Pauza (cisza) to sygnal sktadajacy sie z samych zer. Mozesz go wygenerowa¢ za pomoca funkcji
np.zeros (t*sr), ktora wygeneruje Ci t sekund ciszy.

o Czestotliwo$¢ dzwieku o oktawe wyzej jest dwukrotnie wieksza, a o oktawe nizej jest dwukrot-
nie mniejsza. Mozesz uzy¢ operatora mnozenia oraz dzielenia aby Python obliczy? jg za Ciebie.
(np. wyrazenie 440.00 * 2 w programie da wynik 880.00)

Tabela czestotliwosci w Hz:

Dzwiek | Czestotliwos¢ | Dzwiek | Czestotliwosé
C, 261.63 G, 392.00
C#, 277.18 G#, 415.30
D, 293.66 A, 440.00
D#, 311.13 A#, 466.16
E, 329.63 B, 493.88
F, 349.23 Cs 523.25
F#, 369.99
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___| Zadanie 11.0.5 |

W jakiej tonacji odstuchamy Mazurka A-moll F. Chopina, jezeli przez pomytke odtworzymy nagranie
z czestotliwoscia probkowania 48kHz, gdy oryginalnie byto nagrane z czestotliwoscia prébkowania
44 1kHz?

| Zadanie 11.0.6 |

Ponizej przestawiono trzy spektrogramy okoto pétminutowych fragmentéw nagran dzwiekowych:

e J.S. Bach - Suita No. 1 w G, gra Misha Maisky, https://www.youtube.com/watch?v=mGQL
XRT13Z0

« Future Sound of London - Expander, https://www.youtube.com/watch?v=K0vazJ_o6NO

« Fragment audycji radiowej w ktorej spiker czyta wiadomosci, https://www.youtube.com/wa
tch?v=IKWdpGBBtcU

Sprébuj przyporzadkowac spektrogram do kazdego nagrania.
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