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Model SIR i SIRS
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Model SIR

Susceptible (podatni)

Recovered (ozdrowiali)

Infected (zainfekowani)

𝛽𝑺
𝑰

𝑵

𝛾𝑰

d𝑺

dt
= −𝛽𝑺

𝑰

𝑵

d𝑹

dt
= 𝛾𝑰

d𝑰

dt
= 𝛽𝑺

𝑰

𝑵
− 𝛾𝑰



Przykładowe rozwiązanie



Jak szybko 
rozchodzi się 
epidemia?



Rozwiązanie we wczesnej fazie epidemii

We wczesnej fazie epidemii mamy bardzo 
mało osób chorych w porównaniu do całej 

populacji. Zatem przyjmijmy 
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Z wykładu 4:

Rozwiązaniem równania
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Rozwiązanie we wczesnej fazie epidemii
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Rozwiązanie we wczesnej fazie epidemii
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Parametr 𝛽 − 𝛾 możemy 
oszacować sprawdzając 
współczynnik kierunkowy.



Oszacujmy parametr wzrostu
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Jak będzie 
epidemia dalej 
się rozwijać?



Jaki jest stan stacjonarny?
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Ze stanem stacjonarnym mamy do 
czynienia kiedy 
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Co możemy powiedzieć o wartości 𝑺 , 
𝑰 oraz 𝑹 w stanie stacjonarnym?

Odpowiedź: W stanie stacjonarnym 𝑰 = 0.
Wartości 𝑺 i 𝑹 mogą być dowolne.



Liczba reprodukcyjna

Kiedy liczba osób zainfekowanych będzie ubywać?
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Diagram fazowy

Pokazaliśmy już, że liczba osób 
zainfekowanych maleje kiedy:

𝑅0
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𝑵
< 1

Czyli kiedy:

𝑺 <
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𝑅0

Koniec epidemii



Jak można 
powstrzymać 
epidemię?



Sposób 1: restrykcje

Susceptible (podatni)

Recovered (ozdrowiali)

Infected (zainfekowani)
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Parametr 𝛽 jest proporcjonalny do:

• liczby osób, z którymi się 
kontaktujemy,

• częstotliwości z jaką się 
kontaktujemy z daną osobą,

• prawdopodobieństwa, ze 
zostaniemy zainfekowani 
podczas kontaktu z chorą 
osobą.

𝛾𝑰
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Ile osób musi zostać uodpornionych, żeby 
powstrzymać pandemię?
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Musimy zatem uodpornić 60% populacji.
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Sposób 2: Szczepienia



https://covid.joinzoe.com/post/is-the-uk-close-to-herd-immunity
https://www.independent.co.uk/news/health/coronavirus-herd-immunity-uk-nhs-outbreak-pandemic-government-a9399101.html


Rozbudowa 
modelu SIR
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Uproszczenia zawarte w modelu SIR

1. Każdy osobnik populacji ma takie samo prawdopodobieństwo zarażenia się.

2. Zakładamy, że zainfekowani mogą zarażać od momentu, kiedy zostaną zarażeni.

3. Szansa na wyzdrowienie jest niezależna od długości infekcji.

4. Nie uwzględniamy zmiany populacji w skutek narodzin i śmierci.

5. Nie uwzględniamy uodparniania się populacji na skutek szczepień.



Rozbudowa modelu
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Podsumowanie

1. Układy dynamiczne pełnią bardzo 
ważną rolę w modelowaniu 
epidemii, np. model SIR.

2. Pozwala on oszacować szybkość 
rozchodzenia się epidemii oraz 
przeanalizować efekt różnych 
interwencji.

3. Nawet proste modele 
matematyczne pozwalają nam 
podejmować kluczowe decyzje w 
walce z epidemią koronawirusa.


