Zagadka na rozgrzewke

Przesun trzy zapatki, tak zeby powstato
doktadnie piec kwadratéw.

Wszystkie zapatki powinny wchodzi¢ w sktad
kwadratéw, tzn. nie mozna np. odktadac
zapatek ,na bok”.

Wyktad wkrétce sie rozpocznie.
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Modelowanie
populacji 3

Wilk i Zajac, czyli o interakgji
drapieznika i ofiary




Przypomnienie ostatnich wykfadéw

« Wprowadzilismy dwa modele wzrostu populacji krélikéw, model
wzrostu wyktadniczego oraz model logistyczny.

* Rownania rézniczkowe mozna rozwigzywac analitycznie lub
numerycznie.

* Nawet nie znajgc rozwigzania rownania rézniczkowego moze zbadad
jego wtasnosci np. obecnosé punktéw stacjonarnych.



Jakie czynniki wybrac?

1. Obecna liczba krolikow 2. llo$¢ dostepnego pozywienia 3. Obecnos¢ drapieznikow
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Jakie czynniki wybrac?

3. Obecnosé drapieznikéw




I Model 3. Obecnosc¢ drapieznikdw

Hmmm, niezfa uczta.
Moze zaprosze
znajomych?

Koledzy, chyba
mamy problem...



Model 3. Obecnosc¢ drapieznikdw

« Sformutujmy model w postaci dwdch rownan rézniczkowych:

dx B . dy B
el = o=

Szybkosé rozmnazania Szybkosé z jaka krdliki Szybkosé wzrostu Szybkosé umierania /
sie krélikow sg fapane przez wilki populacji wilkéw. emigracji wilkéw

« Zaktadamy, ze a,b,c,d > 0.



dx
. ..J —— =ax—bxy
Stany stacjonarne dt
dy
dt

=cxy —dy

« W stanie stacjonarnym liczba krélikow i wilkdw sie nie zmienia, tzn.:

dx dy

E=ax—bxy=0 E:cxy—dy=0
x(a—by)=0 y(cx —d) =0
Przypadek 1. Przypadek 2.

a—by=20 cx—d=0

a d
3’:5 X =

x=0 y=0

C



dx

: . ——=ax — bxy
Stany stacjonarne dt
dy

@ i-o-o

L d szybkos¢ z jakg wilki emigruja
X = X = c szybkos¢ z jakg wilki przybywaja

a _ szybko$c z jaka kroliki si¢ rozmnazaja

=0 =— =
Y Y= szybkos$c¢ z jaka krdliki sg tapane

« Czy zawsze bedziemy dazy¢ do jednego z tych standw stacjonarnych?

Raczej nie, np. dla y, = 0 populacja krélikéw
bedzie rosng¢ wyktadniczo.

« A cosie staniejesli y, > 07



= ax — bxy

Pytanie za ,milion”

dx
d
dt

Z=cxy—dy

« A cosie stanie jesli y, > 07

A. System bedzie dazy¢ do stanu B. System bedzie dagzy¢ do stanu

. d a .
staqonarnego X = E’ y = Z staqonarnego X = 0, y = 0

C. Wszystkie wilki w koncu
odejdg, a populacja krélikéw
zacznie rosng¢ wyktadniczo.

D. Zadna z powyzszych
odpowiedzi



= ax — bxy

dx
Rozwigzanie w WolframAlfa e

d

dt

Z=cxy—dy

3% WolframAlpha

solve dx/dt=a*x-b*x*y, dy/dt=c*x*y-d*y

Bk NATURAL LANGUAGE | ffa MATH INPUT

Input interpretation

ax(t)




I Symulacja numeryczna

 Skoro nie umiemy znalez¢ rozwigzania analitycznego,
to postuzymy sie symulacjg numeryczna.




dx
— = ax — bxy

. ——cxy dy

* W kazdym kroku czasowym obliczamy populacje krélikéw x;

Symulacja numeryczna

i wilkdw y; w nastepujacy sposodb:
Vi ePUjqcy sp xo = 200 Punkt stacjonarny
y0=10
_ a=1 d

x; = xi—1 +(ax;_g — bx;_1y;-1) - At b =01 x =—=100

c =0.01
=v. 4+ (cxi Vi« —dvi_ 1) At d=1 _a_
Vi Yi-1 ( i-1Yi-1 Yi 1) Af = 0.01 y 2 10

 Jak system ten bedzie ewoluowac?



Symulacja numeryczna

e Liczba wilkéw i krélikéw po pierwszym kroku czasowym:
x; = xo + (axg — bxyy,) - At

y1 = Yo + (cxgyo — dyp) - At

x; =200+ (1-200—-0.1-200-5)-0.01 = 201

y; =104 (0.01-200-10—-1-10)-0.01 = 10.1

xo = 200
Yo = 10
a =
b=0.1
c =0.01
d =

At = 0.01




Skrypt w Pythonie

X; = Xi—q + (@x;_q — bx;_1y;1) - At
x0 = 200 Yi=Yi-1 T (Cxi—lyi—l o dyi—l) - At
yO = 10
a =1
Paramletr}{ b 8.31 xo = 200
symulacji c=0.
Y ) d =1 Yo = 10
t max = 50 a=1
dt = 0.01 b=0.1
Utworzenie list t = [0] Cd=—0.(1)1
do zapisywania x = [x0] =
wartosci t;, x; i y; y = [y0] At = 0.01
while t[-1] < t max:
lteracyjne obliczanie t.append(t[-1] + dt)
wartosci t;, x; 1 y; x.append (x[-1] + (a*x[-1]-b*x[-1]*y[-1]) * dt)
y.append(y[-1] + (c*x[-1]*y[-1]-d*y[-1]) * dt)




I Wynik symulacji

S Y O OO

1754 import matplotlib.pyplot as plt
150 - plt.plot (t, x)
125 - ‘ plt.plot (t,v)
x(t) plt.xlabel ('t")
100 - y(t) plt.legend (['x(t)"', 'y (t)'])

plt.show ()
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Wykres tazowy (1)

plt.plot (x,vVy)
plt.xlabel ("x(t) ")
plt.ylabel ("y(t)")
plt.show ()
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| Wykres fazowy (2)

Punkt stacjonarny ol k&\&
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'Predator
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I Symulator online

Prey
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Initial Conditions _.—
b =0.002
)(0= *\
c=02
y0= +
d =0.0025
ﬁ

[ Update parameters ]

https://teaching.smp.ug.edu.au/scims/Appl _analysis/Lotka Volterra.html


https://teaching.smp.uq.edu.au/scims/Appl_analysis/Lotka_Volterra.html

dx
. ol 1 e — = ax — fBxy
Pytanie za ,milion dt
d
dt

y
t=5xy—yy

« A cosie stanie jesli y, > 07

A. System bedzie dqzyc do stanu B. System bedzie dazy¢ do stanu
stacjonarnego x = ,y B stacjonarnegox =0,y =0

C. Wszystkie wilki w koncu
odejdg, a populacja krélikéw
zacznie rosng¢ wyktadniczo.

D. Zadna z powyzszych
odpowiedzi



Historia modelu

Vito Volterra (1860-1940)

Model Lotki-Volterry

Alfred James Lotka (1880-1949)



Przyktad 1: Populacja tosi i wilkéw w Isle Royal

WOLVES AND MOOSE ON ISLE ROYALE
1980 ¢ {1981 1995 1996 & 1997 + 2006 : 2011
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Zrédto: Christine Mlot, Are Isle Royale's Wolves Chasing Extinction?, Science Vol. 304, Issue 635, pp. 919-921



I Przyktad 2: Populacja rysi i zajecy w Kanadzie

Hudson's Bay Company
przez lata zbierato dane
. P dot. liczby dostarczonych
SRR caaton el b futer z zajecy i rysi.

Predator—prey dynamics

[l Hare (req)
[ ] Lynx (blue)
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Zrédto: Giovanni Giuseppe Bellani, Chapter 6 - Ecology and
predation, Felines of the World, Academic Press, 2020, Pages 309-342,



Podsumowanie wykfadu

* Rdwnania rézniczkowe pozwalajg uwzglednic i i
ewolucje wiecej niz jednej zmiennej w czasie. .

* Rozwigzanie uktadéw dynamicznych moze:
1) dazy¢ do nieskonczonosci (model 1)

2) dazy¢ do stanu stacjonarnego (model 2)

N

)
3) tworzyc¢ zamknietg orbite (model 3)
)



wyktadz
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