Zagadka na rozgrzewke

Gra w czekolade Przyktadowy ruch:
I

* Do tej dwuosobowej gry potrzebna jest tabliczka czekolady,
na przyktad o wielkosci 6x10 kostek.

« Wykonujac ruchy na zmiane gracze przetamujg czekolade wzdtuz
dowolnej prostej pionowej lub poziomej przechodzgcej miedzy
kostkami (czyli tak, jak sie powinno famac¢ czekolade), a nastepnie
zjadaja (lub chowajg) jedng z otrzymanych w ten sposdb czesci.

« Wygrywa ten gracz, ktéry jako pierwszy odtamie pojedyncza kostke.

W jaki sposdb pierwszy gracz moze wygrac niezaleznie od ruchdéw
drugiego gracza?

| |




Modelowanie
populacji 2.

Krewni i Znajomi Krélika, czyli jak
zapobiec przeludnieniu




Podsumowanie ostatniego wyktadu

* Wprowadzilismy nastepujgcy model wzrostu populacji krolikow:

dn_k
ac "

Szybkos$¢ wzrostu populacji Obecny rozmiar populac;ji
Wspdtczynnik tempa wzrostu

 Pokazali$my, ze rozwigzaniem réwnania jest funkcja wyktadnicza:

n(t) = nye*t



Jakie czynniki wybrac?

1. Obecna liczba krélikow 2. llo$¢ dostepnego pozywienia 3. Obecnos¢ drapieznikow




Jakie czynniki wybrac?

2. llo$¢ dostepnego pozywienia




I Model 2. Ograniczone zasoby srodowiska

Konczy nam sie
miejsce na face. Jak
my teraz wykarmimy
naszg rodzine?

ng Im wiecej k_rélikéw tym
wieksza Smiertelnosé.



Model 2. Ograniczone zasoby srodowiska

=17

kn

Réwnanie to jest nazywane “réwnaniem logistycznym”

O ile zwiekszy sie populacja w czasie At

lle jest juz krolikdw na tace?



Naszkicujmy rozwigzanie

dt



dn
dt

Narysujmy rozwigzanie

Dlan < % szybkos¢
przyrostu krolikbéw
zwieksza sie z ich
populacja.

N
DIa;<n<N

szybkos¢ przyrostu
krélikdw zmniejsza
sie z populacja.

Dlan>N
populacja krolikow
maleje w czasie

Populacja krélikéw

No . L
maleje coraz wolnie;.
Populacja krélikow
stabilizuje sie nan(t) =N
N — %

Szybkos$¢ przyrostu
krélikéw maleje w czasie

Szybkos¢ przyrostu
krolikdw roénie w czasie



dn
dt

Stany stacjonarne




Stany stacjonarne

Istniejg dwa punkty, w ktérych populacja krélikéw nie ulega zmianie:

n=20
(brak krolikéw na face)

Stan, w ktérym uktad nie
zmienia sie w czasie nazywamy
stanem stacjonarnym.

dn
dt

n=N
(kréliki wykorzystujg wszystkie
dostepne zasoby)



Analiza stabilnosci

W przypadku stanu dn W przypadku stanu stacjonarnego
stacjonarnego n = 0 nawet Tt n = N niewielka zmiana tego stanu
niewielka zmiana tego stanu powoduje powrdt uktadu do stanu
powoduje odejscie od stacjonarnego.

danego stanu stacjonarnego.

O takim stanie stacjonarnym
mowimy, ze jest lokalnie
(asymptotycznie)

O takim stanie stacjonarnym
mowimy, ze jest




I Fizyczna analogia

Réwnowaga chwiejna

Rownowaga trwata



Podejscie analityczne

Rozwazmy uktad dynamiczny opisany rownaniem % = f(x).

 Stany stacjonarne znajdujemy znajdujac x, dla ktérych f(x) =0

- . Ny . d . .
« Zeby ocenic stabilnos$¢ rysujemy sprawdzamy znak d—fc w danym stanie stacjonarnym.

 Jesli w danym stanie stacjonarnym Z—i <0 f(x)
to jest on (lokalnie asymptotycznie) stabilny.

Jesli Z—i > 0 to jest on niestabilny.

df
a>0/
/7

/




Rozwigzanie analityczne

Ogodlnym rozwigzaniem réwnania

dn . (1 n)
ac " N
Jest

N

1 —Cekt

n(t) =

Dla duzych czaséw wyrazenie e %t jest
bardzo mate. Wéwczas n(t) = N

Mozna to matematycznie zapisac przy
pomocy granicy, L]im n(t) =N
—00

Populacja krélikéw
maleje coraz wolnie;.

Populacja krélikow
stabilizuje sie nan(t) =N

N ——

Szybkos$¢ przyrostu
krélikéw maleje w czasie

Szybkos¢ przyrostu
krolikdw roénie w czasie



Sprawdzamy rozwigzanie analityczne

., . . , . dn n . N
Ogodlnym rozwigzaniem réwnania — = k-n (1 — ﬁ) jest n(t) = — =
dn d( N " (1 n) I N 1
dt _dt 1 —Cekt n N B 1—Cekt 1—Ce™kt
_ Ni 1 . N 1—Ce™ "t 1
dt f(t) 1 —Cekt\1—Ce kt 1—Ce*t
=1v-df-d 1 B N 1—Ce* -1
dt df f(t) =k T roki\ 1 okt
— _N.Cke-kt. NCke™*t
f(t)? T T (1 - Ce k)2
NCke™*t

(11— Ce k)2




Rozwigzanie szczegdlne

dn

* Ogdlnym rozwigzaniem réwnania — = k-n- (1 — %) jest n(t) = N

1—Ce~kt

 Dla jakiego C spetniony bedzie warunek poczagtkowy n(0) = n,?
N N
1—Ce™®0 1-¢C

n(0) = = N,

N

—=1-C
N

N
C=1—-——
Ny



Rozwigzanie szczegdlne

dn

* Ogdlnym rozwigzaniem réwnania — = k-n- (1 — %) jest n(t) = N

1—Ce~kt

 Dla jakiego C spetniony bedzie warunek poczagtkowy n(0) = n,?
N

C — 1 —_— 20.0 1 . nd=1
n ' n0=5
0 1751 10
15.0 A n0=15
. . , n0=20
« Zatem nasze rozwigzanie szczegdlne to: 125 1

N £ 10,0 -

n(t) = 75 4
1_(1_ﬂ)e—kt 5.0 - /
n() 25 1




Rédwnania rézniczkowe w WolframAlpha

#& WolframAlpha =

solve dn/dt=k*n*(1-n/N) =]

. 3 SO T e
£ NATURAL LANGUAGE | Jfa MATH INPUT EH EXTENDED KEYBOARD 3:: EXAMPLES % UPLOAD 32 RANDOM

Input interpretation

gnit nit
solve ‘—“ =kn[t][1— [?)]

dt
Result Approximate form [ [« Step-by-step solution ]
g N+kt
nit) =
(£) f,q N+kr 1



Rédwnania rézniczkowe w WolframAlpha

% WolframAlpha e

solve dn/dt=k*n*(1-n/N), n(0)=n0 ([ x ) =] ‘

A - - T mae
Tk NATURAL LANGUAGE | fF MATH INPUT BH EXTENDED KEYBOARD 3:: EXAMPLES # UPLOAD 22 RANDOM

Input interpretation

anit nite
‘_“=kﬂ[t)[1—{_)]
f N

solve dt
n(o0) = no
Result Approximate form [ [« Step-by-step solution ]
Nno e

nit) =
no(e -1)+N



/wigzek z modelowaniem epidemii

New cases in China have slowed

Total confirmed cases of coronavirus in the country
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Source: China National Health Commission, WHO, Updated: 10 Mar 06:00 GMT EEE



Podsumowanie

Nie musimy umiec rozwigzac rownania rozniczkowego, zeby
je naszkicowac oraz zbadacd jego wtasnosci.

Sprawdzamy w tym celu jak zmienia sie warto$¢ oraz znak
.dn . cq - )
pochodnej — a nastepnie znajdujemy punkty stacjonarnych,

. d . : .
w ktoérych d—: = 0 oraz okreslamy ich stabilnos¢.

W odnalezieniu analitycznych rozwigzan réwnan
rézniczkowych moze pomadc strona www.wolframalpha.com

Hodujac kréliki pamietaj, zeby zadbad o ich odpowiednig
diete :)



http://www.wolframalpha.com/

