I Zagadka na rozgrzewke

Nastepujace trzy liczby trzycyfrowe zawierajg
wszystkie cyfry od 1 do 9.

Ponadto druga liczba jest dwukrotnie wieksza od
pierwszej liczby, a trzecia liczba jest trzykrotnie
wieksza od pierwszej.

Istniejg trzy inne trojki liczb spefniajgce powyzsze
warunki. Czy potrafisz je odnalez¢?

Wyktad wkrdtce sie rozpocznie.
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Modelowanie
wzrostu populacji
Czesc 1.

Krdéliki i rownania rozniczkowe




Jak obliczyc
objetosc Ziemi?




Czym jest “model matematyczny”?




Czym jest “model matematyczny”?

Assume a spherical cow of uniform density.




Jak przewidzie¢ wzrost populacji krélikéw?

Od czego zalezy szybkos¢
wzrostu populacji krélikow?




Jakie czynniki wybrac?

1. Obecna liczba krélikow 2. llo$¢ dostepnego pozywienia 3. Obecnos¢ drapieznikow
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I Jakie czynniki wybraé?

1. Obecna liczba krélikow 2. llo$¢ dostepnego pozywienia 3. Obecnos¢ drapieznikow




Model wzrostu populacji

* Przyjmijmy, ze szybkos¢ z jakg zwieksza sie populacja, krolikow jest
proporcjonalna do obecnej wielkosci populacji.
dn
=
Szybkosé wzrostu populagji Obecny rozmiar populacji

Stata okreslajgca szybkos¢
rozmnazania sie krélikow

k-n

« Uzyskalismy réwnanie, w ktorym
niewiadomg jest funkcja n(t).



Rownanie rozniczkowe

* Rdwnanie, ktére okresla zaleznosé pomiedzy
nieznang funkcja a jej pochodnymi nazywamy
rownaniami rézniczkowymi.

* Istniejg rézne sposoby rozwigzywania takich
réwnan, zarowno analityczne (,na papierze”) jak
i numeryczne (z wykorzystaniem komputera).

dn
dt



Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Rozwigzanie analityczne Rozwigzanie numeryczne



Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Rozwigzanie analityczne



Rozwigzanie analityczne (1)

« Czesto stosowang metodg jest odgadniecie
(a nastepnie sprawdzenie) mozliwego rozwigzania.

« Sprébujmy sprawdzi¢ funkcje wyktadnicza:
n(t) = e*t, gdzie A to nieznany parametr

* Obie strony réwnania sg identyczne, gdy 4 = k.

+ Podsumowujac, nasze rozwigzanie to n(t) = ekt




dn

Rozwigzanie analityczne (2)

dn « Czy n(t) = ekt jest jedynym rozwigzaniem?

dt k-m * Nie. Kontrprzyktad: n = 2 - e¥¢

§ lubn = 2022 - ekt

« W ogdlnosci n(t) = Ce*t jest rozwigzaniem
k-n=2kekt rownania dla dowolnej statej C.

2022 - kekt
Ckekt



Rozwigzanie ogdlne i szczegdlne
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Rozwiazanie ogdlne

¥y

n(t) = Ce™t

Przypusémy, ze poczatkowa populacja
naszych kroélikow wynosi n,. Jednoczesnie:
n(0) = Ce* =¢C

A zatem C = n,.

Naszym rozwigzaniem szczegélnym jest: n(t) = nge’t




Podsumowanie naszego rozwigzania

* Rozwiazanie ogdlne [, . oy * Rozwigzanie szczegodlne

0) =
n(t) = Ce’t nO= T n(t) = nye™*

gdzie C jest dowolng statg gdzie ny to poczatkowa

populacja krélikéw
Wazny fakt: Rozwigzanie ogdlne rownania rézniczkowego,
w ktdrym wystepuje szukana funkcja f(x) i jej pierwsza

pochodna Z—i bedzie zawierac jedng nieznang statg. Mozna

znalez¢ jej wartos¢ wykorzystujgc warunek poczatkowy.



Wykres rozwigzania
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Przyktad na liczbach ) = nget

Przypusémy, ze mamy populacje ny = 100 krélikéw, dla ktérych wspotczynnik tempa wzrostu wynosi k = 0.1%

Pytanie 1. Pytanie 2.

lle krélikow bedziemy mieli po 20 dniach? Po jakim czasie krélikéw bedzie 100007
_ o okt _ . 50120 _ 02 o

n(t) =nyge™ =100-e 100 - e~ = 738.9 n = ngelt

=i ()
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Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Rozwigzanie analityczne



Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Rozwigzanie numeryczne



I Podejscie numeryczne

W podejsciu numerycznym dzielimy czas na wiele krétkich interwatéw (krokow czasowych):




Przyblizenie pochodne; an

dt

dn . n(t+At) —n(t)
— = lim
dt At—0 At

n(t +At) —n(t)

kn  dlamatego At
At

n(t + At) = n(t) + knAt




Numeryczne obliczanie populacji krolikéw

Ng ny = n(At) n, = n(2At)

ng =Ny + knoAt
n, =nq + kn,At

N3 =n, + kn,At

,metoda Eulera” n; =mn;_q + kni—lAt



Przyktad: obliczmy pierwszy krok

k=1 /
At = 0.1

=n, + kn,At =110+ 1-110- 0.1 =121

ny = ng + kngAt /

n, = n, + kn, At ny =n, + kn,At =121 +1-121-0.1 = 133.1
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Ny =n, + kn,At

ni =n;j—q + k?’li_lAt



Implementacja w Pythonie

Ustawiamy parametry
symulacji

Tworzymy listy na
kolejne wartosci t; i n;

lteracyjnie obliczamy
kolejne wartosci t; i n;

Rysujemy wyniki
symulacji

k =1

ne = 100

t max = 10
dt = 0.1

t = [9]

n = [no@]

while t[-1] < t_max:
t.append(t[-1] + dt)
n.append(n[-1] + k*n[-1]*dt)

import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot(t,n)

ny = ng + knyAt
n, = nqy + kn{At
N3 =n, + kn, At

ng =n;j—q ~+ kni_lAt



Wyniki symulacji

dt=1

100000

80000 -

60000 A

n{t)

40000 1

20000 -

Ktory model jest doktadniejszy?

dt = 0.01

2000000 j

1500000

1000000 -

nit)

500000 -

10




Uktad dynamiczny

Uktad dynamiczny - model matematyczny rzeczywistego
zjawiska przyrody, ktérego ewolucja jest wyznaczona
jednoznacznie przez stan poczatkowy; najczesciej jest opisany
uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych, zwanym

Zrédto: Wikipedia, po lekkim uproszczeniu ©
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Modele matematyczne czesto wykorzystujg
rédwnania rézniczkowe do przewidywania
réznych zjawisk (np. wzrostu populacji).

Réwnania rézniczkowe majg rozwigzanie ogodlne
(z dowolng statg) i szczegdlne, ktére znajdujemy
korzystajgc z warunku poczatkowego.

Mozemy je rozwigzywac analitycznie
(np. odgadujgc rozwigzanie) lub numerycznie
(np. za pomocag metody Eulera).

Podsumowanie



