ZAGADKA NA ROZGRZEWKE

Dwa jajka zostaty umieszone na przeciwleglych koncach pudetka o
wymiarach 6x6, tak jak przedstawiono na ilustracji. Czy mozesz w
pozostatych przegrodkach umiescic 10 jajek, tak zeby w kazdym
wierszu, kolumnie i na przekatnej znajdowaty sie dwa jajka?

Czy mozna je umiescic tak, zeby zadne dwa jajka nie znajdowaty sie w
sgsiednich przegrodkach (jednak mogg dotykac sie wierzchotkiem)?

Inspiracja: Alex Bellos’ Monday Puzzles

Wyktad wkroétce sie rozpocznie.




JAK
ZMIERZYC
SZYBKOSC?

CZESC 1. WPROWADZENIE DO
ROZNICZKOWANIA



MOTYWACJA

Jak zmierzy¢ szybkosS¢

wzrostu funkc;ji?




POWTORKA ZE SZKOLY (FUNKCJA LINIOWA)

Wspdtczynnik kierunkowy a = %

f(x)

-

\_

Przyktad: ruch jednostajny prostoliniowy

s(t) = sg + vt

\
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As

vV =—
At



Przebyta droga

JAK ZMIERZYC PREDKOSC JAZDY?

300m -

Jazda po centrum Warszawy (zrédto: City Navigator, YouTube)

Jak obliczy¢ predkoS¢ w czasie t?



Przebyta droga

Jak obliczy¢ predkoS¢ w czasie t?
Predkos¢ Srednia

s(t + At) — s(t)
At

v =

= s(t) —s(t + At)

’
’ At Czas



Przebyta droga

Jak obliczy¢ predkoS¢ w czasie t?
Predkos¢ Srednia

Y st + At) — s(t)
/ 7=
Y/ At

= s(t+ At) — s(t)

/ At Czas



Przebyta droga

Jak obliczy¢ predkoS¢ w czasie t?
Predkos¢ Srednia

_ st +A) —s(t)
i v At

s(t + At) — s(t)

Czas



Przebyta droga

Jak obliczy¢ predkoS¢ w czasie t?

” 20s

Czas

Predkos¢ Srednia

s(t + At) — s(t)
At

v =

Predkos¢ chwilowa

~s(t+ At) —s(t)
v(t) = Aly—r}o At



Predkos¢ chwilowa

POCHODNA FUNKCJI

- s(t+ At) — s(t)
PO=8m T 4

s(t) v(t)




df _ fl+AD) — f@)
POCHODNA FUNKCJI dx ~ Ao Ax

f(x) df

- Uzywane oznaczenia na pochodna:
dx df d ,
-~ T/ X




Gottfried Wilhelm Leibniz . Sir Isaac Newton
(1646-1716) # _ (1642-1726/27)
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POCHODNE —
PRZEL.OM W
MATEMATYCE
I FIZYCE




BT

ilosc tlenu (t)

KILKA PRZYKEADOW Z ZYCIA




Zrédio: https://www.chartwellspeakers.com/speaker/felix-baumgartner/
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Zrédto: Felix Baumgartner's supersonic freefall from 128k’ l
-

- Mission Highlights (Red Bull, YouTube)

https://www.youtube.com/watch?v=FHtvDAQW34I&ab_channel=RedBull



https://www.youtube.com/watch?v=FHtvDA0W34I&ab_channel=RedBull

PRZYKLAD Z ZYCIA: SKOK ZE STRATOSFERY
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NUMERYCZNE ZNAJDOWANIE POCHODNEJ

df _ . fl+A0 — f@)
— = lim

dx Ax-0 Ax

= Chcemy zréznicowaé pewna funkcje, np. f(x) = x? w wybranym punkcie, np. x = 3.
"  Przyjmijmy pewne mate Ax, np. Ax = 0.01.
= Pochodng mozemy oszacowac w nastepujacy sposob:

df flx+4ax)—f(x) (3+0.01)* -3
dx ~ Ax B 0.01
® Im mniejsze Ax wezmiemy tym dokfadniejsze bedzie nasze przyblizenie. Sprawdzmy to!

= 6.01



NUMERYCZNE ZNAJDOWANIE POCHODNEJ

= Im mniejsze Ax wezmiemy tym dokfadniejsze bedzie nasze przyblizenie. Sprawdzmy to!

- 2_q2
. Ax =1 af ~ f(x+Ax)—f(x) _ (3+1)*-3 _

7
dx Ax 1

af _ fle+Ax)—f(x) _ (340.01)%2-32

= Ax =001 o = U2~ 6.01

= Ax=10"* A o L B070) (3“;’;22‘32 ~ 6.0001

= Ax =106 A o L BT (3“;’;22‘32 ~ 6.000001
= Ax->0 Y _ iy AT g

dx Ax—0 Ax



NUMERYCZNE ZNAJDOWANIE POCHODNEJ

- .4 2N
Hipoteza: o (x%) = 2x

= Sprawdzmy warto$é pochodnej dla roznych punktow dla Ax = 107°

af a4y o FOHAX)—f(0) (1+1078)°-12 _ ~
o Y x=1) & LT WD ZF 5 000001 ~ 2
Ax)-f(x) _ (2+1076)%—22

af o - fx+
. dx (x o 2) - Ax 1076

= 4.000001 =~ 4

Ax)-f(x) _ (3+1076)%-32

" 106 = 6.000001 =~ 6

af o Nf(x+
. dx (x o 3) -

Floe+dx)—f(x) _ (4+1076)%—42

af (o — a) ~
) dx(x_4)~ Ax 10~°

= 8.000001 =~ 8



f)
JAK OBLICZYC POCHODNA?
= Przykiad 1. Funkcja liniowa f(x) = ax + b
df o flt 80— f()
dx  Axso Ax
o alx+ Ax) —ax
= lim
Ax—0 Ax df
_ lim ax + alAx — ax E
Ax—0 Ax
= lima=a
Ax—0

W przypadku funkcji statej a = 0,
. df
jej pochodna wynosi 0.

E—




1 f)
JAK OBLICZYC POCHODNA? )

15

10
= Przyktad 2. Funkcja kwadratowa f(x) = x? 5

df  fx+2Ax) — f(x)
— = lim
dx Ax—0 Ax
o (x + Ax)? — x?
= lim
Ax—0 Ax
 x% + 2xAx + Ax? — x?
= lim

Ax—0 Ax

~ 2xAx + Ax? _
= lim = lim 2x + Ax = 2x -6
Ax—0 Ax Ax—0




x + Ax

I |

JAK OBLICZYC POCHODNA? o

= Przyktad 2. Funkcja kwadratowa f(x) = x?

df o flx+Ax) — f(x) - X + Ax
dx - Alalcrgo Ax x
o (x + Ax)? — x? ’
= lim
Ax—0 Ax
 x% + 2xAx + Ax? — x?
= lim
Ax—0 Ax
 2xAx + Ax? ’ ]
= lim = lim 2x + Ax = 2x

Ax—0 Ax Ax—0




x + Ax

Ax

JAK OBLICZYC POCHODNA?

= Przyktad 2. Funkcja kwadratowa f(x) = x?
af A0~ )
dx  Ax—0 Ax X
o (x + Ax)? — x?
= lim
Ax—0 Ax
 x% + 2xAx + Ax? — x?
= lim
Ax—0 Ax
2xAx + Ax?

= lim = lim 2x + Ax = 2x
Ax—0 Ax Ax—0

- x + Ax




WYZSZE POCHODNE

f(x) I f(x) [ f ) [
X X X

df(x) d"
dxn '’ dx"f (x)

Inne oznaczania na wyzsze pochodne: f™ (x),



PRZYKLAD: RUCH JEDNOSTAJNIE PRZYSPIESZONY

s(t) v(t) a(t)

5 5

Droga: PredkosS¢: Przyspieszenie:
ds dv d*s




CZY KAZDA FUNKCJE MOZNA ZROZNICZKOWAC? NIE.

f(x)
af . f(A+Ax) - f(1)
— = lim
dx|x =1 Ax-0 Ax
_ 2—1
T Ard0 Ax
1

= lim —
Ax—0 Ax

= 00?




CZY KAZDA FUNKCJE MOZNA ZROZNICZKOWAC? NIE.

f(x)

f(x)

-

\_

FG) = {(1’

Ciekawostka: W matematyce istniejg funkcje, ktorych
nigdzie nie da sie zrézniczkowac, np. funkcja Dirichleta:

jezeli x jest licza wymierna
jezeli x jest liczbg niewymierng

~

J




PODSUMOWANIE

= Pochodna opisuje szybkoS¢ wzrostu funkcji. Pochodna funkcji f(x) jest zdefiniowana jako:

ar _ lim f(x+ Ax) — f(x)
dx  Ax—0 Ax

= Mozemy jg wyznaczyC graficznie znajdujgc nachylenie stycznej do wykresu.
= Juz wiemy jak obliczy¢ pochodne numerycznie za pomocg kalkulatora.
= Juz wiemy jak obliczy¢ pochodne prostych funkgcji analitycznie, np. f(x) = x?2

= Zatydzien nauczymy sie oblicza¢ pochodne
duzo bardziej skomplikowanych funkcji, np.:
o2
x%—5
1+ e5*°

f&x) =




