Grafy.
5.1 7. Grafy i grafy
materialy do ¢wiczen

Projekt ,Matematyka dla ciekawych $wiata”
spisat: Michat Korch, zadania pochodza z réznych zrodet

22 marca 2021

1 Skad sie biorg grafy?

Graf sktada si¢ z wierzchotkéw i krawedzi. Krawedz taczy dwa wierzchotki. Zwykto sie zbior
wierzchotkéw w grafie oznaczaé litera V' (ang. vertices), a zbiér krawedzi litera E (edges).
Grafy pojawiaja sie dos¢ naturalnie w analizowaniu probleméw i sytuacji na Swiecie.

Zadanie 1

Oto mapa fragmentu Wroctawia. Narysujcie graf, ktérego wierzchotki odpowiadaja poszczegol-
nym czesciom miasta, a krawedzie mostom pomiedzy nimi. Zignorujcie fose widoczng na dole
mapy, a wszelkie trudnosci interpretacyjne (czy co$ jest mostem) rozstrzygnijcie dowolnie lub
uzywajac Google Maps.
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Zadanie 2

To jest natomiast mapa wojewodztw. Narysujcie graf, ktérego wierzchotki odpowiadajg poszcze-
gbélnym wojewodztwom, a krawedzie znajdujg si¢ pomiedzy wojewddztwami sgsiadujacymi.



Zadanie 3

Narysuj graf, w ktorym wierzchotki to uczniowie w Twojej klasie w szkole, a krawedzie sg
pomiedzy osobami, ktére sie dobrze znaja (Twoim zdaniem). Czy powstaly graf jest spéjny,
czyli czy kazde dwie osoby taczy ciag znajomosci? Jedli tak, to ile osob trzeba usunaé¢, aby
Twoja klasa rozpadta sie na wiecej niz jedna cze$¢? Mozecie te liczbe potraktowac¢ jako miare
wzgrania” klasy i poréwnac ja z wynikiem innych oséb w grupie. Swoja droga takie analizy
przeprowadza sie tez na sieciach terrorystéw, zeby sprawdzi¢ ktérych najlepiej wyeliminowac,
aby rozpadta sie cala siatka, ale to juz zupelnie inna historia...

Zadanie 4

Oto mapa Stumilowego Lasu. Zostal na nig naniesiony graf taczacy sasiednie lokalizacje. Liczby
przy krawedziach oznaczajg czas potrzebny na przejscie. Jak najszybciej moze Krzys dojs¢ do
chatki Puchatka? Jaka jest metoda, zeby to porzadnie sprawdzi¢?
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Wskazowka: Stworzcie liste wszystkich lokalizacji. Najpierw wpiszcie czas dojscia przy lokalizacjach do
ktorych da sie dojsé bezposrednio z domu Krzysia. SprawdZcie teraz lokalizacje z najmniejszq liczbg.
Do jakich innych miejsc da sie dojsé z tego miejsca — powpisujcie te liczby sumujgc z czasem dojécia
do lokalizacyi, ktorg rozwazacie, tam gdzie jeszcze nie ma Zadnych liczb, lub tam, gdzie dotychczasowy
czas jest wiekszy od znalezionego. Nastepnie weZcie lokalizacje z kolejng najmniejszq liczbg.

Klika nazywamy graf, ktéry ma wszystkie mozliwe krawedzie (po jednej miedzy kazdymi
dwoma réznymi wierzchotkami). Klike o n wierzchotkach oznaczamy K,.

Zadanie 5

Ile jest krawedzi w klice o 5 wierzchotkach? Ile w klice o 6 wierzchotkach?

Zadanie 6

A ile jest krawedzi w klice o n wierzchotkach?

Zadanie 7

Zrébcie rysunki wszystkich czternastu graféw o trzech wierzchotkach i trzech krawedziach.



Zadanie 8

Zrébeie rysunki wszystkich prostych graféw (bez krawedzi wielokrotnych i petli) o czterech
wierzchotkach i czterech krawedziach.

2 Stopnie wierzchotkéw

Stopien wierzchotka to liczba krawedzi, ktore z niego wychodza. Co wigcej, uméwmy sie, ze
w szczegblnym przypadku, jesli jaki$ wierzchotek ma petle (krawedZ z wierzchotka do niego
samego), to krawedz ta wlicza sie do jego stopnia jako dwa (czyli liczymy ,konce” krawedzi).

Zadanie 9

Graf nazywamy regularnym, jesli stopnie wszystkich jego wierzchotkéw sa sobie réwne. Ktore
grafy z narysowanych w poprzednich dwoch zadaniach sg regularne?

Zadanie 10

Udowodnijcie, nastepujacy fakt zwany twierdzeniem o usciskach rak. W kazdym grafie liczba
wierzcholtkéw nieparzystego stopnia musi by¢ parzysta.

Wskazowka: Kazda krawed? ma dwa konce. Zatem suma stopni wszystkich wierzcholkéw must byé
parzysta.

Zadanie 11

Podajcie przyktad dwoch réznych grafow o takim samym ciagu stopni wierzchotkdw.

Zadanie 12

Udowodnijcie, ze na kazdym przyjeciu sa dwie osoby o takiej samej liczbie znajomych.
Wskazéwka: Rozwazmy znajomosci na przyjeciu jako graf o n wierzcholkach (osoby). Rozwazcie przy-
padki — co jesli jest jedna osoba, ktora nie zna nikogo? Co jesli takich 0séb nie ma? Jakie sq moZliwe
stopnie wierzchotkéw w tym grafie w kazdym z tych przypadkow?

Zadanie 13
Rozstrzygnijcie, czy istnieje graf o stopniach wierzchotkéw 3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,6.

Zadanie 14

Rozstrzygnijcie, czy istnieje graf o stopniach wierzchotkéw 3,3,3,3,3,5,6,6,6,6,6,6.

Zadanie 15

Rozstrzygnijcie, czy istnieje graf dwudzielny o stopniach wierzchotkéw 3, 3, 3,3, 3,5,6,6,6,6,6,6.
Graf jest dwudzielny, jesli wierzchotki da sie podzieli¢ na dwa zbiory, takie, ze wszystkie kra-
wedzie tacza tylko wierzchotki nalezace do réznych zbioréw.



3 Spdjnosé

Graf jest spdjny, jesli z kazdego wierzchotka mozna do$¢ do dowolnego innego wierzchotka.

Jesli mamy dany graf GG, to jego dopetnienie to graf o doktadnie tych samych wierzchotkach,
ale majacy krawedz pomiedzy wierzchotkami v i w wtedy i tylko wtedy, gdy graf G nie ma
takiej krawedzi.

Zadanie 16

Udowodnijcie, ze przynajmniej jeden z graféw G i dopelnienie G jest spojny.
Jesli zas graf nie jest spojny, jego spojne fragmenty” nazywamy spojnymi sktadowymi.

Zadanie 17

Udowodnijcie, ze graf prosty (bez petli i krawedzi wielokrotnych) o k spéjnych sktadowych
spetia
(VI-F)(V]-k+1)

5 .

V|- k< |E| <

Zadanie 18

Pokazcie, ze tych oszacowan nie da sie poprawic.

4 Cykle i Sciezki

Sciezka to droga (to jest ciag sasiadujacych krawedzi) w grafie, taka, ze przez zadna krawedz
nie przechodzimy wiecej niz raz, a cykl to taka Sciezka, ktéra zaczyna si¢ i konczy w tym samym
wierzchotku.

Sciezka Eulera to droga (to jest ciag sasiadujacych krawedzi) w grafie, ktora przechodzi
przez kazda krawedz doktadnie raz.

Cykl Eulera w takim razie to Sciezka Eulera, ktora konczy sie w tym samym wierzchotku, co
sie zaczyna (czyli droga zaczynajaca i konczaca sie w tym samym wierzchotku, ale przechodzaca
przez kazda krawedz grafu dokladnie raz).

Sciezka Hamiltona w grafie jest ciag krawedzi, idac ktérym odwiedzamy kazdy wierzchotek
doktadnie raz. Cykl Hamiltona to w takim razie taka Sciezka Hamiltona, ktéra zaczyna sie i
konczy w tym samym wierzchotku (liczymy wtedy, ze zostal on odwiedzony tylko raz).

Zadanie 19
Podajcie przyktad grafu, w ktérym

a) istnieje cykl Eulera i Hamiltona

istnieje cykl Hamiltona, ale nie Eulera

)
b) istnieje cykl Eulera ale nie Hamiltona
c)

)

d

nie istnieje ani cykl Eulera i ani Hamiltona



Udowodnilismy twierdzenie Eulera, ktére moéwi, ze w grafie jest cykl Eulera wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jego wierzchotki maja parzysty stopien. W grafie jest sciezka Eulera wtedy
i tylko wtedy, gdy doktadnie zero lub dwa wierzchotki maja nieparzysty stopien.

Sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdy rozwazymy $ciezki i cykle Hamiltona, czyli od-
powiednio Sciezki i cykle, ktore przechodzg przez kazdy wierzchotek doktadnie raz.

Nie znamy algorytmu, ktory potrafitby poradzi¢ sobie ze stwierdzeniem, czy w grafie jest
cykl Hamiltona, w czasie wielomianowym. Co wiecej jest to problem NP-zupelny, czyli jesli da
sie znalez¢ taki algorytm, to wszystkie problemy weryfikowalne w czasie wielomianowym, da
sie rozwigzaé¢ w czasie wielomianowym.

Zadanie 20

Rozstrzygnijcie, czy w ponizszym grafie jest $ciezka Eulera?

Z\
N/

Zadanie 21

Z kompletu 28 kostek domina (pary od 0 -0 do 6 — 6) usunigto kostki 0 -1, 0-21 0-3. Ile
jeszcze kostek domina trzeba usunadé, aby z pozostatych stworzy¢ zamkniety tancuch kostek?
Wskazowka: Pomyslcie o grafie o wierzcholkach 0,1,2,3,4,5,6, a o kostkach jako o krawedziach w tym

grafie.

Zadanie 22

Udowodnijcie, ze jesli w spojnym grafie jest k > 0 wierzchotkéw o stopniu nieparzystym to k
jest parzyste oraz k/2 to najmniejsza mozliwa liczba krawedziowo roztacznych $ciezek pokry-
wajacych wszystkie krawedzie.

Graf G o zbiorze wierzchotkow V' nazywamy pelnym grafem dwudzielnym, jesli V' dzieli
si¢ na dwa zbiory Vi, Vs, takie, ze G ma krawedz pomiedzy wierzchotkami v i w wtedy i tylko
wtedy, gdy v € Vi, w e V; i i # j. Graf pelny dwudzielny dla ktérego |Vi| = k oraz [Vo| = n
oznaczamy K, .

Graf G o zbiorze wierzchotkow V nazywamy pelnym grafem trojdzielnym, jesli V' dzieli sie
na dwa zbiory Vi, Vs, V3, takie, ze G ma krawedz pomiedzy wierzchotkami v i w wtedy i tylko
wtedy, gdy ve Vi, weV;ii#j.

Rozwazmy teraz Sciezki Eulera i Hamiltona w takich grafach.

Zadanie 23

Ktoére petne grafy dwudzielne i tréjdzielne sg maja Sciezke Eulera, a ktére Sciezke Hamiltona?



Zadanie 24

Zaprojektujcie algorytm, ktory majac dany graf, w ktérym istnieje Sciezka Eulera, znajduje ja.

5 Grafy planarne

Graf jest planarny, jesli mozna go narysowac na plaszczyznie tak, zeby krawedzie sie nie prze-
cinaty.

Zadanie 25

Rozstrzygnijcie, czy ponizszy graf jest planarny?

Z\
N/

Graf jest prosty, jesli nie ma multikrawedzi (kazde dwa wierzchotki taczy co najwyzej jedna
krawedz) oraz nie ma petli (krawedzi ktére tacza wierzchotek z nim samym).

Przypomnijmy tez, ze klika nazywamy graf prosty, w ktorym kazde dwa wierzchotki sg
potaczone krawedzig. Klike o n wierzchotkach oznaczamy K,.

Natomiast graf jest dwudzielny, jesli zbiér wszystkich wierzchotkow mozna podzieli¢ na dwa
zbiory A i B, takie ze zadne dwa wierzchotki nalezace do A nie sg polaczone krawedzia, oraz
zadne dwa wierzchotki nalezace do B nie sa potaczone krawedzia. Graf dwudzielny jest pelny,
jesli poza tym kazdy wierzchotek z A jest polaczony z kazdym wierzchotkiem z B doktadnie
jedna krawedzia. Pelny graf dwudzielny oznaczamy K, ,,, gdzie n to liczba elementéw w zbiorze
A, natomiast m to liczba elementéw w zbiorze B.

K5 oraz Kj3 to standardowe przyklady graféw nieplanarnych. Co wiecej, twierdzenie Ku-
ratowskiego stanowi, ze graf jest nieplanarny wtedy i tylko wtedy, gdy mozna w nim ,znalez¢”
K5 lub K373.

Zadanie 26

Rozwazmy graf K. Ile jest w nim podgrafow takich samych, jak K57
Udowodnili$my, ze dla kazdego spdjnego (czyli takiego, ze pomiedzy kazdymi dwoma wierz-
chotkami istnieje droga) grafu planarnego zachodzi wzoér Eulera:

w-k+s=2,

gdzie w to liczba jego wierzchotkéw, k to liczba jego krawedzi, a s to liczba jego écian. Sciany
to elementy, na ktore rozpadtaby sie ptaszczyzna, gdybysSmy przecieli ja wzdtuz krawedzi grafu.
Czyli w szczegdlnosci liczymy tez obszar ,na zewnatrz” grafu jako Sciane.
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Zadanie 27

Pokazcie, ze jesli prosty spéjny graf planarny nie zawiera Scian trojkatnych oraz ma co najmnie;j
3 wierzchotki, to k < 2w — 4, gdzie k to liczba krawedzi w grafie, a w to liczba wierzchotkéw w
grafie.

6 Kolorowanie

Zagadnienie kolorowania map to pytanie ile kolorow potrzeba, by pokolorowa¢ mape tak, zeby
kraje sasiadujace (odcinkiem granicy, a nie tylko punktem) byty réznych koloréw. To zadanie
odpowiada zadaniu polegajacym na znalezieniu liczby koloréw potrzebnych do pokolorowania
grafu planarnego tak, zeby kazde dwa wierzchotki potaczone krawedziag byty réznych kolorow.

Latwo udowodnié¢, ze wystarczy 6 koloréw. Nieco trudniej udowodni¢, ze wystarczy 5 ko-
loréw. Tak naprawde wystarcza 4 kolory, ale fakt ten przez dtugo byl pytaniem otwartym.
Dowdd skonstruowano dopiero w drugiej potowie XX wieku, i wymagal rozwazenie ponad 2000
przypadkéw, co byto mozliwe tylko przy uzyciu komputera.

Zadanie 28

Narysujcie mape, ktorej nie da sie pokolorowaé¢ trzema kolorami tak, zeby kraje sasiadujace
(odcinkiem granicy, a nie tylko punktem) byly réznych koloréw.

Zadanie 29

Udowodnijcie, ze graf mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami (kolorujemy wierzchotki, tak ze
zadne dwa wierzcholki polaczone krawedzia nie sa tego samego koloru) wtedy i tylko wtedy,
gdy jest dwudzielny.

7, zagadnieniem kolorowania grafow jest tez zwigzany problem straznikoéw w muzeum. Do-
tycza go nastepne kilka zadan.

Zadanie 30

Zalozmy, ze sala muzeum ma ksztalt wielokata (w tym zadaniu bedziemy rozwazaé wielokaty,
ktore nie sa wypukte). Dyrektor muzeum musi ustawi¢ w sali tylu (nieruchomych) straznikéw,
zeby kazdy jej punkt byt w zasiggu wzroku chociaz jednego z nich. Znajdzcie przyktad takiego
wielokata o 12 $cianach, ze do jego pilnowania potrzeba az 4 straznikéw. Ogdlniej, zaproponujcie,
jak znalez¢ wielokat o 3k Scianach, ze do jego pilnowania potrzeba az k straznikéw.
Wskazowka: Zastanowcie sie nad wielokgtami ksztaltem przypominajgcymi grzebien.

Zadanie 31

Niech bedzie dany wielokat. Dorysowujemy do niego niektére przekatne, tak zeby podzieli¢
go na trojkaty. Powstal w ten sposéb graf, ktérego wierzchotki to wierzchotki wielokata, a
krawedzie to jego boki oraz dorysowane przekatne. Udowodnijcie, ze wierzchotki takiego grafu
mozna zawsze pokolorowaé trzema kolorami, tak ze zadne dwa sasiadujace wierzcholki nie sg
pokolorowane tym samym kolorem.

Wskazowka: Jesli ten wielokgt to trojkgt, to zadanie jest oczywiste. Jesli nie, to podzielcie problem



na dwa mniejsze, wybierajac przekatng (zawsze dzieli wielokat na dwa mniejsze) i nastepnie sklejcie
odpowiednio uzgadniajcie kolorowanie.

Zadanie 32

Zatézmy, ze sala muzeum ma ksztalt wielokata (w tym zadaniu bedziemy rozwazaé wielokaty,
ktére nie sa wypukle). Dyrektor muzeum musi ustawi¢ w sali tylu (nieruchomych) straznikow,
zeby kazdy jej punkt byt w zasiegu wzroku chociaz jednego z nich. Udowodnijcie, ze jesli sala
ma m bokéw zawsze wystarczy do jej pilnowania |m/3] (zaokraglenie w d61) straznikow.
Wskazowka: Skorzystajcie z poprzedniego zadania.

7 Drzewa i lasy

Graf nazywamy drzewem jesli nie ma w nim zadnych cykli i jest spojny. Las to graf, ktory
spelnia pierwsze z tych wymagan, zatem spdjne sktadowe lasu to drzewa.

Zadanie 33

Narysujcie wszystkie mozliwe drzewa:
a) o trzech wierzchotkach,
b) o czterech wierzchotkach,

¢) o pieciu wierzchotkach,
Wskazowka: Roznych drzew o pieciu wierzchotkach jest trzy.

d) o szeciu wierzchotkach.

Zadanie 34

Pokazcie, ze nastepujace warunki sg réwnowazne:
a) T jest drzewem,

b) T nie ma cykli i ma |V| -1 kraweduzi,

¢) T jest spojny i ma V| -1 krawedzi,

e

)
)
)
d) T jest spdjny, a usuniecie jednej krawedzi tworzy dwie spdjne sktadowe,
) dwa wierzchotki T' sa potaczone doktadnie jedna droga,

)

f) T nie zawiera cykli lecz dodanie nowej krawedzi tworzy cykl.

8 Proponowane zadania domowe

Oddajac zadania domowe mozesz kazdorazowo wysta¢ dowolny ich zestaw, ktorego suma punk-
tow jest nie wigksza niz 6.



Zadanie 35 (1 punkt)

Zr6b rysunki wszystkich pieciu graféow o czterech wierzchotkach, z ktorych kazdy na stopien 2.

Zadanie 36 (1 punkt)

Czy mosty Wroctawia z zadania 1 da si¢ przejsé¢ tak, aby kazdy z nich przejsé doktadnie raz?
A co jesli pominiemy mosty prowadzgce na wyspy, z ktorych zaden inny most nie wychodzi?
Dlaczego?

Zadanie 37 (1 punkt)

Czy jest mozliwe, aby owad poruszajacy sie po krawedziach szescianu (tak, ze odwiedza krawedz
najwyzej raz) przeszedt

a) kazda krawedz doktadnie raz?

b) kazdy wierzchotek doktadnie raz?

Zadanie 38 (1 punkt)
Rozstrzygnij, czy grafy Kss, K5, K44, K¢ maja Sciezke Eulera.

Zadanie 39 (1 punkt)

Ile kolorow jest niezbednych do pokolorowania mapy wojewddztw z drugiego zadania? Dlaczego?
Jak takie kolorowanie wyglada?

Zadanie 40 (1 punkt)

Podaj przyktad grafu (z racji rzeczy nieplanarnego), o stopniach wierzchotkéw mniejszych lub
rownych 7, ktéry nie da sie pokolorowa¢ mniej niz 8 kolorami.

Zadanie 41 (2 punkty)

Zr6b rysunki wszystkich grafow regularnych o czterech wierzchotkach, z ktérych kazdy na sto-
pien 3.

Zadanie 42 (2 punkty)

Ile $cian moze mie¢ wieloscian wypukty o n wierzchotkach i m krawedziach?
Wskazowka: Przeréb go na graf i zastosuj wzor Fulera.

Zadanie 43 (2 punkty)
Udowodnij, ze kazdy las o k spdjnych sktadowych ma |V| -k krawedzi.
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Zadanie 44 (3 punkty)

Udowodnij, ze kazdy graf, w ktorym kazdy wierzchotek ma stopient co najmniej 2, zawiera cykl.
Wskazowka: Dowdd podobny do pierwszej cze$ci dowodu twierdzenia Eulera.

Zadanie 45 (3 punkty)

Udowodnij, ze kazdy graf o n wierzchotkach i co najmniej n krawedziach zawiera cykl.
Wskazowka: Skorzystaj z poprzedniego zadania.
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