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1 Elementy i podzbiory

Na dzisiejszych zajeciach bedziemy przede wszystkim zajmowaé si¢ zbiorami. Zbiér jest w
matematyce pojeciem pierwotnym, co oznacza, ze kazde inne matematyczne pojecie mozna (w
mniej, a z reguly bardziej) zawilty sposob zdefiniowa¢ uzywajac pojecia zbioru. Samo jednak
pojecie zbioru nie ma swojej Scistej definicji, cho¢ mozna opisac¢ jego wlasciwosci, zwane czasem
aksjomatami — ale o tym jeszcze za chwile.

W kazdym razie, wszyscy prawdopodobnie maja pojecie, co to zbidr. Zbiory maja elementy:.
To jest ich kluczowa cecha. Do tego stopnia, ze powiemy, ze jesli badamy zbiér A oraz zbior B i
okaze sig, ze maja te same elementy (czyli kazdy element jest w zbiorze A wtedy i tylko wtedy,
gdy jest w zbiorze B), to powiemy, ze zbiory A i B sa réwne. Oczywiscie z tego w szczegblnosci
wynika, ze {0,0} oraz {0} to opisy jednego i tego samego zbioru. Podobnie {0,1} oraz {1,0}.

Natomiast podzbiorem danego zbioru nazywamy zbior do ktoérego nalezg tylko i wytacznie
niektére (ale byé moze wszystkie albo zaden) elementy tego zbioru. Czyli, jesli A = {1,2,3},
to zar6wno {1,2} jest podzbiorem {1,2,3}, ale réwniez na przyklad, @ jest tez podzbiorem
{1,2,3}.

Zadanie 1
Wskazcie wszystkie elementy i podzbiory zbioru {0, 1,2, 3}.

Bardzo czesto (a moze nawet, jak sie okaze, zawsze) w matematyce elementami zbioréw
sg inne zbiory. Oto taki, by¢ moze dziwnawy na pierwszy rzut oka zbiér. Rozszyfrujmy go,
wskazujac w nim wszystkie elementy i wszystkie podzbiory!

Zadanie 2

Wskazcie wszystkie elementy i podzbiory zbioru {@,{@},{2,{2}}},

Zadanie 3
Wypiszcie wszystkie elementy i podzbiory zbioru {@, N, {0}, 8}.



Zadanie 4

Prawdopodobnie zauwazylicie pewng prawidlowos¢ dotyczaca tego ile jest podzbioréw skon-
czonego zbioru n-elementowego. Sformutujcie ja i uzasadnijcie.

2 Operacje na zbiorach

Zbiory mozna ze sobg sumowac. Suma zbiorow A i B, czyli Au B to zbior, do ktorego naleza
wszystkie elementy, ktére sa w A lub w B. Natomiast przeciecie (inaczej, czes¢ wspo6lna lub
iloczyn) zbioréw w A i B to zbiér An B, do ktérego naleza wszystkie elementy bedace jedno-
czesnie w A iw B. No i w koncu réznica zbioréw A i B, czyli A\ B, to zbidér tych elementow,
ktére sg w A, a nie s w B, za$ roznica symetryczna A A B to zbiér tych elementéw, ktore sa
w jednym ze zbioréw A lub B, ale nie w obu.

Zadanie 5

Niech A ={1,2,3,4} oraz B ={1,3,5,7}. Oblicz: AuB,Bn A, A\ B, B~ A oraz P(A).

Zadanie 6
Znajdz {@} u{@,{@}} oraz {z} n {3, {2} }.

Zadanie 7
Czy jesli Ac B, to AnB=Aoraz AuB = B?

Zadanie 8

Naszkicujcie na uktadzie wspotrzednych zbiory AuB, AnB, A\ B oraz A A B, jesli A to zbior
wszystkich punktéw na plaszezyZnie o wspétrzednych (z,y) spetniajacych warunek |z| + |y| <
1, zas B to zbiér wszystkich punktéw na ptaszezyznie o wspoétrzednych (x,y), spetniajacych
warunek (z-1)2+ (y-1)2<1.

Wskazowka: Zavwaz, Ze zbidr A to kwadrat o wierzcholkach (1,0),(0,1),(-1,0),(0,-1), za$ zbiér B
to kolo o Srodku w punkcie (1,1) i promieniu 1. Dlaczego tak jest?

Zadanie 9

Wskazcie wszystkie elementy i podzbiory zbioru {@, {{@}}.{2,{2}} \ {2},{2} n{2,{2}}}.
Wskazowka: Pamigtajcie, ze np. {0,0} = {0}.

Mozna tez z tatwoscia zauwazy¢, ze czasem niezaleznie od tego jakie weZmiemy zbiory,
pewne operacje prowadza do tego samego. Na przyktad, niezaleznie od tego, czym sa zbiory
A, B oraz C, zawsze: (AuB)NC =(ANC)u(B~C).

Jak to udowodni¢? Mozna to zrobi¢ jedng z trzech metod. Mozna calg sytuacje narysowac.
Takie rysunki nazywaja sie diagramami Venna:

A B

Rozwazamy lewa strone: czyli lewa strona to:

Au B:




Zgadza sie. O

¥ . B~ C:
Iy B
|
Patrzymy na prawg: A\ C: ’ E !
A B
czyli prawa strona to:
A B
8
8

Alternatywnie, mozna sprawdzi¢, ze to prawda w przypadku tzw. rodziny niezaleznej. Jest
to taki zestaw zbioréw A, B,C', ktéory ma te wlasnosé, ze w kazdym polu diagramu Ven-
na jest co najmniej jeden element. Na przyktad, mozemy wzia¢ elementy 1,2,3,4,5,6,7,8,
w stworzy¢ z nich rodzine niezalezna. A = {1,2,3,4}, B = {2,4,5,6},C = {3,4,6,7}. Jest
to rodzina niezalezna, co tatwo, cho¢ zmudnie, mozna sprawdzi¢. Jesli sprawdzana réwnosé
(AuB)~NC = (ANC)u (B~ C) jest prawdziwa w przypadku rodziny niezaleznej, bedzie
prawdziwa zawsze.

Zatem obliczamy lewg strone: AuB ={1,2,3,4,5,6},(AuB)~C ={1,2,5} i prawa: A\C =
{1,2}, BNC ={2,5},(ANC)u (B~ C) ={1,2,5}, zgadza sie. O

W koncu trzecia metoda, to przeprowadzenie pelnego dowodu, to znaczy sprawdzenie, ze
jesli jakis element nalezy do lewej strony, to nalezy tez do prawej, a jesli nalezy do lewej, to
rowniez nalezy do prawe. A potem na odwrot, ze jedli nalezy do prawej, to rowniez nalezy do
lewej. Do dzieta. Niech z € (Au B)~ C, wtedy © € AuB oraz = ¢ C, a zatem x € A lub x € B,
ale x ¢ C, czyli (r e Anz ¢ C)v(z e Brx ¢ C), czyli x € ANC lub x € B\ C, zatem
re(ANC)u(BNC).

W druga strone, niech teraz x € (ANC)u(B~C), zatem x € ANC lub x € BNC, a zatem x € A
lub x € B, ale w obu wypadkach pod warunkiem, ze x ¢ C. Zatem x € Au B, ale x ¢ C', zatem
re(AuB)~C. O

Zadanie 10

Udowodnicie, ze dla dowolnych zbioréw A, B,C, zachodzi An (B AC)=(AnB)A (AnC).
Troche trudniej moze by¢ udowodnié, ze nie tyle dla kazdych zbioréw jakas rownosé zachodzi,

a raczej zachodzi pod pewnym warunkiem. Trzeba wtedy przeprowadzi¢ dowdéd w tym trzecim

ze stylow i prawdpodobnie bedzie niezbedne skorzystanie w nim z przedstawionego zatozenia.

Zadanie 11

Uzywajac metody opisanej wyzej udowodnijcie, ze je§li AA B=C,to B=AAC

Aby udowodnié, ze wlasno$é W1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wlasnos¢ W2, trzeba
udowodni¢ zaréwno, ze jesli zachodzi W1 to zachodzi W2, jak i ze jesli zachodzi W2 to zachodzi
W1. Zatem nastepujace zadanie mozna traktowac jako wtasnie takie podwéjne zadanie.



Zadanie 12

Udowodnijcie, ze dla kazdych zbioréw A, B, C, zachodzi (B A C)n A ¢ B, wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi BnCnA2CnA

3 Hotel Hilberta

Wykonujac myslowy eksperyment z hotelem Hilberta, ustawialiémy w pary nieskonczenie wiele
jednoosobowych pokoi hotelu ponumerowanych liczbami naturalnymi (poczynajac od zera) w
pary z elementami zbioru gosci. Zastanawialismy sie nad zakwaterowaniem nowego goscia (na-
zwijmy go gosciem —1) w sytuacji, w ktérej wszystkie nieskonczenie wiele pokoi jest zajetych
(nazwijmy goscia, ktéry jest w pokoju numer n, gosciem n). Okazalo sig¢, ze nowego goscia mo-
zemy dokwaterowa¢ mimo zajetosci wszystkich pokoi, przesuwajac kazdego z dotychczasowych
gosci do pokoju o numerze o jeden wigckszym. Wtedy pokodj zerowy bedzie pusty i mozemy
tam zakwaterowaé¢ goscia —1. Rzeczywiscie przyporzadkowalismy w pary elementy zbioru gosci
{-1,0,1,2,...} = {~1} UN z elementami zbioru pokoi {0,1,2,3,...} = N, przyporzadkowujac
gosciowi n pokdj o numerze n + 1. Inaczej méwiac, dowiedlismy, ze zbiory {-1} UN oraz N sg
réwnoliczne, co zapisujemy [N u {-1}| = |N|.

Zadanie 13

W jaki sposéb do hotelu Hilberta zakwaterowaé wszystkie elementy zbioru N\ {2021}, ale w
taki sposob, zeby wszystkie pokoje byty zajete?

Zadanie 14

W jaki sposoéb do hotelu Hilberta zakwaterowa¢ wszystkie elementy zbioru liczb parzystych,
tak aby, zeby wszystkie pokoje byty zajete?
Taki zbior, ktory da sie zakwaterowac¢ do hotelu Hilberta nazywamy zbiorem przeliczalnym.

Zadanie 15

Sprawdzcie czy zbiér wszystkich skonczonych ciagéw zero-jedynkowych jest przeliczalny.

Zadanie 16

Sprawdzcie czy zbiér wszystkich skonczonych ciagéw liczb naturalnych jest przeliczalny.

4 Roéwnolicznosé

Zbiory A i B sa réwnoliczne (co oznaczane jest jako |A| = |B|), jesli elementy zbioru A mozna
ustawi¢ w pary ze wszystkimi elementami zbioru B, tak ze kazdy z elementéw jest w doktadnie
jednej parze.

Zadanie 17

Niech A oraz B bedg zbiorami, ktorych elementy da sie zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta tak,
aby wszystkie pokoje byty zajete. Czy A i B sg rownoliczne?
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Zadanie 18

Udowodnijcie, ze przedziat otwarty (—1,1) jest réwnoliczny z przedziatem (2,4).

Zadanie 19

Udowodnijcie, ze przedzial otwarty (0, 1) jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczy-
wistych.

Zadanie 20

Udowodnijcie zatem, ze przedzial domkniety [0, 1] jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb
rzeczywistych.

Wskazowka: Pomyslcie, jak w tym przedziale ,zanurzyé” hotel Hilberta, a nastepnie przesuricie gosci
o dwa pokoje.

Zadanie 21

Udowodnijcie, ze przedziat (0,1) jest réwnoliczny ze zbiorem (0,1]u{2,3}.

Zadanie 22

Sprawdzcie, czy dla dowolnych zbioréw A, B,C, D, jesli |A| = |C| oraz |B| = |D|, to |Au B| =
|IC'uD|.

Zadanie 23

Czy prawda jest, ze dla dowolnych zbioréw A, B nastepujace stwierdzenie jest prawdziwe: jesli
|A| = |B|, to |A N\ B|=|B~ A|? OdpowiedZ uzasadnijcie!

Zadanie 24

Czy prawda jest, ze dla dowolnych zbioréw A, B nastepujace stwierdzenie jest prawdziwe: jesli
|AN B| =|B~ A, to |A] = |B|? Odpowiedz uzasadnijcie!

Zadanie 25

Udowodnijcie, ze jesli elementy zbioru A da sie zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta, to zbiér wszyst-
kich par elementéw zbioru A takze da sie zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta.

5 Zbiory nieréwnoliczne

Zbiory réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych (czyli takie, ktore da si¢ zakwaterowaé w hotelu
Hilberta) nazywamy zbiorami przeliczalnymi. Udowodnili$my, ze zbiér liczb catkowitych, zbiér
par liczb naturalnych oraz zbidr liczb wymiernych sa przeliczalne.

Zbiory rownoliczne ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiorami mocy kontinuum.
Powiedzieliémy sobie, ze [0, 1], zbior wszystkich nieskoriczonych ciagdéw zero-jedynkowych oraz
P(N) sa takiej mocy. UdowodniliSmy takze, ze jest to moc wieksza od zbioru liczb naturalnych.

Twierdzenie Cantora méwi, ze dla kazdego zbioru |A| < |P(A)|.
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Zadanie 26

Udowodnijcie, ze istnieje liczba rzeczywista niebedaca pierwiastkiem zadnego réwnania drugiego
stopnia o wspoétczynnikach wymiernych.

Zadanie 27

Rozstrzygnij, czy zbior wszystkich punktéw ptaszezyzny o obu wspoétrzednych catkowitych jest
przeliczalny, czy tez mocy kontinuum.

Zadanie 28

Rozstrzygnij, czy zbior wszystkich ciagéow zerojedynkowych, ktore od pewnego miejsca maja
juz tylko zera jest przeliczalny, czy tez mocy kontinuum.

Zadanie 29

Udowodnij Tw. Cantora, czyli ze zaden zbiér A nie jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich
swoich podzbiorow.

Wskazowka: Dowdd nie wprost. Zaldz, ze mozZna ustawi¢ w pary zbior A i jego podzbiory, tak Ze
wszystkie podzbiory sq w jakiejs parze. UZyj teraz argumentu przekgtniowego konstruujgce na ztosé ,zty”
podzbior. Uzaleznij mianowicie to, czy a € A nalezy do ,zlego” podzbioru od tego, czy nie nalezy do
zbioru stojgcego w parze z elementem a. OkaZe sie, co jest sprzeczne z naszym poczgtkowym zaloZeniem,
ze zty” podzbidr nie stoi w Zadnej parze.

Zadanie 30

Zat6ézmy, ze wybraliSmy pewng kolekcje otwartych przedziatow na prostej rzeczywistej, ale tak,
ze zadne dwa wybrane przedzialy sie nie przecinaja. Udowodnij, ze wybraliSmy co najwyzej
przeliczalnie wiele przedziatow.

Wskazowka: Q.

Zadanie 31

Udowodnij, ze zbiér R N\ N jest mocy kontinuum.

Zadanie 32

Udowodnij, ze zbidr liczb niewymiernych jest mocy kontinuum.

Zadanie 33

Niech X ¢ R. Powiemy, ze punkt x € X jest punktem izolowanym, jesli istnieje przedziat otwarty
(a,b) taki, ze a < x < b oraz (a,b) n X = {x}. Udowodnij, ze zbiér punktéw izolowanych zbioru
X jest co najwyzej przeliczalny.

Wskazowka: Kazdemu punktowi izolowanemu x przyporzqdkuj taki przedzial (p,q) o koricach wymier-
nych, ze (p,q) N X ={x}. Zauwaz, ze wlasnie ustawiliSmy w pary nasze wszystkie punkty izolowane z
przedziatami o kornicach wymiernych (niekoniecznie wszystkima).



Zadanie 34

Wyobrazmy sobie mape nieskonczonego lasu na ptaszczyznie, w ktorym drzewa rosng na wszyst-
kich (i tylko na takich) punktach o obu wspétrzednych catkowitych. Czy osoba stojaca w punkcie
(0,0) jest w stanie znalez¢ taki kierunek na ktérym nie napotka zadnego drzewa? (Na potrzebe
zadania drzewa sa nieskonczenie cienkie).

6 Twierdzenie Ramseya

Nieskonczone tw. Ramseya mowi, ze jesli rozwazymy graf o przeliczalnie wielu wierzchotkach
(np. ponumerowanych liczbami naturalnymi), w ktérym jest dokladnie jedna krawedZ pomiedzy
kazdymi dwoma wierzchotkami, oraz kazda z tych krawedzi pokolorujemy dowolnie na jeden ze
skonczenie wielu koloréw, to da sie znalez¢ nieskonczenie wiele wierzchotkéw pomiedzy ktorymi
krawedzie sa w tym samym kolorze.

Na wyktadzie pokazemy, ze z tego wynika nastepujace skonczone twierdzenie Ramseya. Dla
kazdej (skonczonej!) liczby kolorow k oraz dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taka liczba na-
turalna r, ze jesli krawedzie kliki r-wierzchotkowej (czyli grafu, w ktérym jest doktadnie jedna
krawedZ pomiedzy kazdymi dwoma wierzchotkami) pokolorujemy dowolnie na k koloréw, to za-
wsze znajdziemy takie n wierzchotkéw, ze wszystkie krawedzie pomiedzy nimi sg pokolorowane
na ten sam kolor.

Najmniejsza mozliwg liczbe r dla danych n oraz k nazywamy liczba Ramseya.

Jedli rozwazymy zbiér ludzi (np. impreze), to mozemy wyobrazié sobie krawedzie pomiedzy
tymi ludzmy i pokolorowaé je na dwa kolory, np. na niebiesko, jesli te dwie osoby si¢ znaja, a
na czerwono, jesli sie nie znaja. Wnioskiem z tw. Ramseya jest wiec to, ze dla kazdej liczby n
istnieje taka liczba r, ze na r-osobowej imprezie na pewno znajdziemy n osob, ktore albo sie
wzajemnie wszystkie znaja, albo wszystkie wzajemnie nie znaja.

Okazuje sie, ze dla n = 3 1 k = 2, najmniejsza taka liczba to r = 6 (czyli r = 6 jest liczba
Ramseya dla n = 3 i k = 2). Mozna to relatywnie prosto sprawdzi¢. Rzeczwiscie, ponizszy
rysunek pokazuje impreze 5-cio osobowa, w ktérej nie ma takich szukanych 3 oséb, a wiec r > 5.

7, drugiej strony, na 6-cio osobowej imprezie zawsze takie 3 osoby znajdziemy. Rzeczywi-
Scie, bo z kazdego wierzchotka wychodzi 5 krawedzi. Ustalmy wierzchotek v. Zatem trzy z tych
dwoch krawedzi sa jednego koloru (na mocy zasady szufladkowej Dirichleta), bez straty ogdl-
noéci czerwone. Idg do wierzchotkéw z,y, z. Ale jesli wszystkie krawedzie pomiedzy x,y i z sa
niebieskie, stanowig tréjkat. Zatézmy wiec przeciwnie, ze jedna z nich, bez straty ogélnosci x,y
jest czerwona. Ale wtedy v, z,y jest czerwonym trojkatem. Wobec tego r > 6, a zatem r = 6.

Zadanie 35

Udowodnijcie, ze jesli liczby naturalne > 0 zostang pokolorowane na skonczong liczbe kolorow,
to znajda si¢ takie trzy rozne liczby x,y, z w tym samym kolorze, ze z + 1y = 2.

7



Wskazowka: Zdefiniujmy kolorowanie krawedzi w klice o wierzchotkach bedgcych liczbami naturalnymsi
takie, ze kolor krawedzi i,j to kolor |i — j| w rozwazanym kolorowaniu liczb naturalnych.

Zadanie 36

Udowodnijcie, ze w klice o 10 wierzchotkach, ktorej krawedzie pokolorowano dowolnie na dwa
kolory znajdzie si¢ 4 wierzchotki pomiedzy ktorymi krawedzie sa w tym pierwszym z tych
kolorow lub 3 wierzchotki pomiedzy ktoérymi krawedzie sa w drugim z tych koloréw.

Powyzsze rozumowanie da sie troche poprawic.

Zadanie 37

Udowodnijcie, ze w klice o 9 wierzchotkach, ktérej krawedzie pokolorowano dowolnie na dwa
kolory znajdzie sie 4 wierzchotki pomiedzy ktorymi krawedzie sg w tym pierwszym z tych
kolorow lub 3 wierzchotki pomiedzy ktoérymi krawedzie sa w drugim z tych kolorow.
Wskazowka: Zauwwazcie, Ze na przyjeciu o 9 osobach musi istnie¢ osoba, ktéra zna parzyscie wiele
imnych 0sob.

Zadanie 38

Udowodnijcie, ze na imprezie 18-osobowej znajdg sie 4 osoby, ktére wzajemnie sie znaja lub
wzajemnie sie nie znaja.
Wskazowka: Skorzystajcie z poprzedniego zadania!

Zadanie 39

Udowodnijcie, ze moze sie zdarzy¢ impreza 17-osobowa na ktérej nie ma takich 4 oséb, ktére
albo wzajemnie sie wszystkie znaja, albo wzajemnie sie wszystkie nie znaja. A zatem liczba
Ramseya dla dwoch koloréw i n =4 to 18.

Zadanie 40

Udowodnijcie nastepujace twierdzenie. Rozwazmy zbiér przeliczalny X oraz zbiér [ X |3 wszyst-
kich trzy-elementowych podzbioréw zbioru X. Kazdy element zbioru [X]? pokolorowano na
jeden ze skonczonej liczby n koloréw. Istnieje wtedy taki nieskonczony podzbiér Y ¢ X, ze
kazdy jego trzyelementowy podzbior zostal pokolorowany na ten sam kolor.
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7 Kombinatoryka nieskonczona

Powiemy, ze dwa zbiory nieskoniczone A € N oraz B ¢ N sg prawie roztaczne, jesli An B jest
zbiorem skonczonym.

Zadanie 41

Udowodnijcie, ze istnieje rodzina kontinuum wielu podzbioréw zbioru liczb naturalnych, ktére
sg parami prawie roztaczne.
Wskazowka: Jak wiadomo z zadania skorniczone ciqgi zer i jedynek mozna zakwaterowaé w hotelu



Hilberta, zatem kaidemu ciggowti przypisany jest numer pokoju. Teraz weZ nieskoriczony ciqg © przy-
pisz mu zbior wszystkich numerdw pokojow, do ktorych zakwaterowane sq dowoly prefiks (skoriczony
poczqtek) tego nieskoriczonego ciggu.

Powiemy natomiast, ze zbiér A prawie zawiera sie w zbiorze B (ozn. A ¢* B), jesli A\ B jest
zbiorem skonczonym. Natomiast nieskonczony zbiér F' nazwiemy pseudoprzecieciem rodziny
zbioréw A, jesli jest o prawie zawarty w kazdym ze zbioréw rodziny A. W konicu powiemy, ze
rodzina A jest rodzing z wlasnoscig skoniczonego przeciecia, jesli przeciecie dowolnej skonczonej
liczby zbioréw z rodziny A jest zbiorem nieskonczonym.

Zadanie 42

Udowodnijcie, ze kazda rodzina przeliczalnie wielu podzbioréw zbioru liczb naturalnych, ktora
ma wtasnos$é¢ skonczonego przeciecia ma pseudoprzeciecie.

Powiemy tez, ze zbiér X ¢ N rozcina zbiér A € N, nie jest prawda ani, ze A si¢ prawie
zawiera w X, ani, ze A sie prawie zawiera w dopelnieniu N\ X.

Zadanie 43

Udowodnijcie, ze dla kazdej rodziny A przeliczalnie wielu podzbioréw zbioru liczb naturalnych
istnieje taki zbior A ¢ N, ktérego nie rozcina zaden zbiér z rodziny A.

Zadanie 44

Rozwazmy klike o przeliczalnie wiele wierzchotkach ponumerowanych liczbami narutalnymi.
Nie A bedzie rodzing nieskonczonych podzbioréw zbioru N taka, ze dla kazdego kolorowania
krawedzi kliki na dwa kolory istnieje zbior X w tej rodzinie, o tej wltasnosci, ze wszystkie
krawedzie taczace pary wierzchotkéw odpowiadajacym liczbom ze zbioru X sa w tym samym
kolorze. Udowodnij, ze jesli A jest dowolnym podzbiorem zbioru N, to istnieje zbiér X w rodzinie
A, ktérego A nie rozcina.

Wskazowka: Stworz kolorowanie na podstawie zbioru A. Pokoloruj na czerwono kazdg krawedz tgczqcg
dwie liczby ze zbioru A lub lgczgeq dwie liczby, ktore nie sg w A, a na niebiesko kazdg inng krawedZ.

8 Aksjomaty podstaw matematyki

Matematyke i jej pojecia (liczby, funkcje, przestrzenie. .. ) mozna zbudowaé¢ wychodzac od pier-
wotnego pojecia, jakim jest zbi6r. Dlatego aksjomaty opisujace wlasnie zbiory (sformulowane
przez E. Zermela i A. Fraenkela) mozemy uznaé, za aksjomaty stojace u podstawy matematyki.
Chcielismy zatem przyblizy¢ Wam chociaz czes¢ z nich — skoro juz o aksjomatach rozmawiamy.

Jednak uwaga na poczatek: w tym rozdziale (a nawet bardziej ogélnie jak sie okaze) wszystko
jest zbiorem. W szczegdlnosci elementy zbioru to tez pewne zbiory — i tak czasem warto o nich
mysle¢. Oznaczenie a € b oznacza, ze a jest elementem zbioru b.

0. Aksjomat zbioru pustego. Istnieje zbiér (zwany zbiorem pustym i oznaczany @), ktéry nie
ma zadnego elementu (dla kazdego x, = ¢ @).

1. Aksjomat ekstencjonalnosci. Dwa zbiory sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja doktad-
nie te same elementy (A = B wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego x, x € A wtedy i tylko
wtedy, gdy x € B).



2. Aksjomat pary. Dla kazdych a,b istnieje zbiér, do ktérego nalezy a i b, a nie nalezy nic
innego (zbidr ten oznaczamy {a,b}).

Zatrzymajmy sie na chwile, aby pokazaé, ze dla kazdego a istnieje zbior, do ktoérego nalezy
tylko a i nic wiecej (nazywany singletonem a i oznaczany {a}). Rzeczywiscie, trzeba zastosowaé
aksjomat pary dla a =01 juz!

Zauwazcie tez, ze dla kazdych a,b, {a,b} = {b,a} (na podstawie aksjomatu ekstencjonalno-
sci). Ale mozemy zdefiniowaé¢ specjalny zbiér zwany para uporzadkowana, ktéry ,pamieta”, co
jest pierwsze. Dla dowolnych a,b niech (a,b) = {a,{a,b}} (czyli para z dwoma elementami: a
oraz para {a,b}).

Zadanie 45

Udowodnij, ze dla dowolnych a, b, ¢,d zachodzi (a,b) = (¢, d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ oraz
b=d.

Dodajmy jeszcze jeden aksjomat (a wlasciwie tzw. schemat aksjomatéw). Dla kazdego zdania
o(x) (np. ¢(r) to moze byé¢ zdanie ,x jest niepusty”, albo ,x ma parzysta liczbe elementéw”,
etc.) dodajemy aksjomat:

3. Schemat aksjomatu wyrdzniania. Dla kazdego zbioru istnieje zbior ztozony z tych jego
elementéw x, ktére spetniaja zdanie ¢(x).

Ten aksjomat jest bardzo precyzyjnie dobrany. Istnieje bowiem pokusa, aby go troche uogol-
ni¢ piszac, ze dla kazdego zdania p(x) istnieje zbiér ztozony z wszystkich x, ktére spelniajag
() (czyli nie ograniczaé sie tylko do elementéw pewnego zbioru). Okazuje sie jednak, ze takie
zdanie jest falszywe!

Zadanie 46

Udowodnijcie, ze teza, ze dla kazdego zdania ¢(x) istnieje zbiér ztozony z wszystkich x, ktére
spelniaja p(x), jest falszywa.
Wskazowka: Rozpatrzcie zdanie ,x ¢ x”.

Rozwazmy jeszcze jeden aksjomat:

4. Aksjomat nieskonczonosci. Istnieje zbior X taki, ze @ € X oraz jesli x € X, to réwniez
zbior, ktorego elementami sg doktadnie wszystkich elementy x oraz sam x jest elementem
X. Inaczej mowiac istnieje zbiér o nieskonczonej liczbie elementow.

Zastanowmy sie przez chwile dlaczego ten zbiér X rzeczywiscie ma nieskoniczenie wiele
elementow. Na pewno ma jeden element @. Skoro @ € X, to réwniez zbidr, ktérego elementy to
elementy zbioru pustego (nie ma) oraz sam zbiér pusty (dostajemy wiec zbior, ktérego jedynym
elementem jest zbiér pusty, czyli {@}) jest w tym zbiorze. Skoro jednak {@} € X, elementy to
elementy {@} (czyli @) oraz sam {@} (dostajemy wiec zbior dwuelementowy: {@,{@}}) jest w
tym zbiorze. I tak dalej. Tak si¢ sktada, ze matematycy doktadnie tak, postugujac sie zbiorami
definiuja kolejne liczby naturalne:

o 0=0,
e 1={z}={0}=0u{0},
e 2={2,{@}}={0,1} =1u {1},
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e n+1={0,...,n} =nu{n},

Zadanie 47

Wypiszcie zgodnie z ta zasada liczby 3 i 4.
Aksjomatow teorii zbioréw jest duzo wiecej — jesli chcesz poznaé wszystkie wyszukaj w
Internecie hasto aksjomaty ZFC.

9 Proponowane zadania domowe

Zadanie 48 (1 punkt)
Wypisz wszystkie elementy i podzbiory zbioru {N, {N}}.

Zadanie 49 (1 punkt)
Udowodnicie tez, ze dla dowolnych zbior6w A, B, zachodzi AuB=AA BA(AnB)

Zadanie 50 (1 punkt)

W jaki sposob do hotelu Hilberta zakwaterowaé wszystkie elementy zbioru Nu {7}, w taki
sposOb, zeby wszystkie pokoje byly zajete?

Zadanie 51 (1 punkt)

Udowodnij, ze przedziat otwarty (0, 1) jest réwnoliczny z przedziatem (2,4).

Zadanie 52 (1 punkt)

Czy istnieje zbior A, taki ze |P(A)| = |N|? OdpowiedZ uzasadnij.
Wskazowka: Rozpatrz mozliwe przypadksi.

Zadanie 53 (1 punkt)

Ile wynosi liczba Ramseya dla n = 2 i dowolnego k7

Zadanie 54 (2 punkty)

Zaproponuj podzial zbioru liczb naturalnych na nieskoniczenie wiele nieskoniczonych (parami
roztacznych) podzbioréw.

Zadanie 55 (2 punkty)

Udowodnij, ze réwnoliczne sa zbiory A = (0,1),B = (0,1) uN (gdzie (0,1) oznacza przedzial
liczb rzeczywistych pomiedzy 0 i 1 bez koncéw).
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Zadanie 56 (2 punkty)

Sprawdz czy zbiér wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych jest przeliczal-
ny.

Zadanie 57 (3 punkty)

Ponizszy graf (rysunek za Wikipedia) jest klika o 16 wierzchotkach pokolorowana na 3 kolory,
w ktorej nie ma 3 wierzchotkow krawedzie pomiedzy ktorymi sa w tym samym kolorze.

Udowodnijcie, ze jest to niemozliwe w klice o 17 wierzchotkach, czyli, ze liczba Ramseya dla 3
koloréw i n = 3 jest réwna 17.
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