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1 Klonowanie replit’a

Do wykonania zadan zwigzanych z algorytmem Dijikstry potrzebny bedzie jakis ciekawy graf - np. znany
nam juz graf Sciezek w Tatrach. Graf ten znajdziesz w replit’cie replit’cie MDCS-Lab4. Stownik zawierajacy
wszystkie wierzchotki tego grafu znajdziesz w pliku tatry.py.

2 Grafy wazone

Do implementacji graféw wazonych nie wystarczy nam juz sama lista sagsiedztwa, a potrzebujemy pare
,wierzcholek docelowy, waga”. Z tego powodu zamiast ze stownika list (jak to robiliémy do tej pory dla
grafow niewazonych) skorzystamy ze stownika stownikéw, ktére umozliwia nam nadawanie wag krawe-
dziom.

Dla przypomnienia - dotychczas uzywalismy nastepujacej struktury, do implementacji graféw niewazo-
nych:

graf = {
”A” : [HBII, HCH],
an : [”A“, ncn:l,
"cro: ["A", "B"]

Teraz bedziemy uzywac nastepujacej struktury, aby moc przechowywaé réwniez wagi krawedzi:
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Od tego momentu bedziemy ponadto zawsze zaktadaé, ze grafy sa skierowane. W tym przyktadzie
widaé, ze np. krawedz od "A" do "B" ma wage 1, a od "B" do "A" ma wage 2. W dalszej czesci skryptu
bedziemy pracowac na przyktadzie grafu $ciezek w Tatrach, w ktérym krawedzie taczace dwa wierzchotki
maja réozng wage.


https://replit.com/@KubaJalowiec/MDCS-Lab4

| Zadanie 2.0.1 |

Napisz funkcje dodaj_krawedz(graf, zrodlo, cel, waga), ktéra doda do grafu graf krawedz
od wierzchotka zrodlo do wierzchotka cel z waga waga.

,_[ Zadanie 2.0.2 ]

Napisz funkcje znajdz_najwieksza_waga(graf), ktora znajdzie w grafie krawedZ z najwieksza
waga oraz zwroc¢ trojke zrodlo, cel, waga.

3 Znajdowanie najkroétszych sSciezek w grafie

Na wyktadzie 6 ,Wszerz czy w gtab” mieliscie okazje wirtualnie pochodzi¢ po gérach. Na przyktadzie mapy
szlakow turystycznych Tatr Polskich w rejonie Hali Gasienicowej poznawaliscie grafy wazone. Postaramy
sie wykorzystac¢ ten przyktad i stworzy¢ na jego bazie graf wazony. Mapa tych szlakow jest na Rysunku 1.

Rysunek 1: Mapa szlakow turystycznych Tatr Polskich w rejonie Hali Gasienicowej

Jest to bardzo dobry przyktad na to, ze krawedz tgczaca oba wierzchotki moze mieé¢ rézne wagi. Szlaki
w obu strony zazwyczaj biegna w tym samym miejscu, a czas wejscia do géry rézni sie od schodzenia z
gory do dotu. Tak na przyktad dotarcie z Kuznic do Kasprowego Wierchu przez My$lenickie Turnie zajmie
nam tacznie 3 godziny, a zejscie juz tylko 2 i 1/4 godziny.

Do Kasprowego Wierchu wedtug tej mapy mozemy tez doj$é na drugi sposéb — przez Schronisko
Murowaniec. Musimy tym razem wykorzystac kilka szlakow. Przeanalizujmy kazdy jego etap. Od KuZnic
do Przeleczy Miedzy Kopami bedziemy podchodzi¢ 1 i 1/2 godziny. Od Przeteczy Miedzy Kopami do
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Schroniska Murowaniec bedziemy schodzi¢ w 1/3 godziny. Od Schroniska do Hali Gasienicowej koto dolnej
stacji wyciagu narciarskiego bedziemy podchodzi¢ 1/2 godziny. Nastepnie juz do Dwoisniaka bedziemy
podchodzi¢ 1/10 godziny, a do Suchej Przeleczy 2/3 godziny. Ostatnia prosta do Kasprowego Wierchu to
juz tylko 1/6 godziny. Lacznie daje nam to 3 godziny i 16 minut, o 16 minut dtuzsza trasa wedlug tej
mapy niz przez My$lenickie Turnie.

W ten sposob intuicyjnie dzigki wykorzystaniu mapy przeanalizowaliémy najkrotsza droge. Czasem
chcielibyémy, aby to algorytm wybrat np. najkrétsza droge. Wielokrotnie my tez jesteSmy w stanie znalezé¢
te najkrotsza dzieki naszemu moézgowi i oczom, lecz czasami przerasta nas skala problemu. Np. gdyby-
smy chcieli droga ladowa dojechaé¢ z Warszawy do Singapuru. A co jesli nie chcieliby$my najkrétszej, a
najtanszej trasy z uwzglednieniem kosztu winiet, $rednich kosztéw paliwa w danym kraju? Taki problem
optymalizacyjny moze nas przerosnac i dlatego czasem warto uzy¢ do tego algorytméw i komputera.

Rysunek 2: Graf powstaly przez uproszczenie Rysunku 1. Wagi krawedzi nie zostaly zaznaczone, aby nie
zaciemnia¢ rysunku - znajdziesz je przygotowane jako Pythonowy stownik w replit’cie MDCS-Lab4.
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https://replit.com/@KubaJalowiec/MDCS-Lab4#tatry.py

3.1 Algorytm Dijkstry

Jednym z najprostszych algorytmow jest algorytm Dijkstry, napisany w 1956 i pokazany $wiatu w 1959.
Jest on przyktadem algorytmu zachtannego. Algorytm zachtanny to taki algorytm, ktéry wybiera w danym
momencie rozwigzanie, ktore najlepiej rokuje. Mimo wszystko takie rozwigzanie moze nie by¢ rozwigzaniem

optymalnym, gdy spojrzymy na to globalnie, ale jest pewna droga optymalizacyjng.

Rysunek 3: Wycinek grafu Tatr stuzacy do zobrazowania Algorytmu Dijkstry.
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Rysunek 3 przedstawia wycinek Tatr, ktory postuzy nam do zobrazowania algorytmu Dijkstry. Prze-
¢wiczmy ten algorytm na jego przyktadzie. Algorytm ten oblicza najkrétsze Sciezki do wszystkich wierz-
chotkéw od wierzchotka startowego. Skupmy sie ponownie na drogach z Kuznic do Kasprowego Wierchu.
Ograniczmy si¢ ponadto do tych wierzchotkéw, widocznych na Rysunku 3:

"Kuznice"

"Przetecz Miedzy Kopami
"Myslenickie Turnie"
"Schronisko Murowaniec"
"Hala Gasienicowa"
"Dwoisniak"

"Przetecz Liliowe"
"Sucha Przetecz"
"Kasprowy Wierch"




Ponizej przedstawiony jest pseudokod algorytmu Dijkstry.

Funkcja algorytm_dijkstry(graf, start):
Dla kazdego wierzchotka v w grafie:
Oznacz odlegto$¢ do tego wierzchotka d[v] = nieskoficzonoSc.

Dla wierzchotka startowego oznacz odlegitos¢ rodéwng zero.

Dla kazdego wierzchotka w grafie:
Dodaj go do kolejki priorytetowej (, ktdra sortujemy po aktualne]
odlegtosci wierzchotka od wierzchotka startowego.

Dopdki kolejka ( nie jest pusta:
Pobierz i usun z kolejki wierzchofek u o najnizszym priorytecie
(czyli najmniejszej odlegtosci).
Dla kazdego sasiada v wierzchotka u:
Jesli odlegXosSc do v przez wierzcholek u jest mniejsza niz
dotychczasowa, to zastap ja. Inaczej piszac jesli dlu] + w(u, v) < dlv]
to dlv] = dlu] + w(u, v), gdzie w(u, v) to waga krawedzi od u do v.

Tabela 1 pokazuje nam jak przebiegaty kolejne kroki algorytmu z wierzchotka startowego "Kuznice"
dla grafu z Rysunku 3. Analizowany w danym kroku algorytmu wierzchotek jest zaznaczony na czerwono.
W jednym kroku algorytm oblicza minimalna dlugos¢ sciezki z wierzchotka poczatkowego do biezacego
wierzchotka. Algorytm Dijkstry ma te ceche. ze raz przetworzony wierzchotek nie jest nigdy pézniej po-
nownie przetwarzany (bo i tak nie da sie dojsé¢ szybciej). Na szaro zaznaczono te wartosci, ktére juz zostaty
usuniete z kolejki i nie ma do nich szybszej drogi.

Algorytm dziala w ten sposéb, ze kolejno w pewnym sensie sprawdza jak daleko mozemy dotrzeé¢. W
pierwszym kroku dowiadujemy sie, ze do MySslenickich Turni mozemy doj$¢ w 1 godzing i 15 minut, a
do Przeteczy Miedzy Kopami w godzine i 30 minut. Algorytm widzi, Zze ponizej godziny i 15 minut poza
Turniami nigdzie nie dotrzemy, wigc analizujemy teraz Myslenickie Turnie. Do nich tez juz szybciej nie
dotrzemy, do inna droga mogtaby tylko prowadzi¢ przez Przetecz Miedzy Kopami, a tam dojdziemy w
dhuzszym czasie.

Krok algorytmu
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Schronisko Murowaniec 00 oo | 15/6|15/6] 15/6 15/6 15/6 15/6
Hala Gasienicowa 00 00 co |21/3] 21/3 21/3 21/3 21/3
Dwoisniak © | oo | oo | oo |213/30]213/30]213/30 |2 13/30
Kasprowy Wierch 00 3 3 3 3 3 3 3
Sucha Przetecz 00 00 00 00 00 31/10 | 31/10 | 3 1/10
Przetecz Liliowe 00 00 00 00 00 311/60 | 311/60 | 3 11/60

Tabela 1: Kroki algorytmu Dijkstry. W poszczegdlnych komorkach tabeli znajduja sie obliczone w danym
kroku algorytmu dtugosci najkrétszych Sciezek dla danego wierzchotka.

Algorytm w kazdym kroku wybiera najmniejsza warto$¢, ktéra jest w kolejce priorytetowej. Dojscie do
niej na tym etapie dowolnie inng droga musi zajaé¢ wiecej czasu. To co jest nadal w kolejce i ma wiekszy
czas ma nadal szanse na zmniejszenie swojej wartosci — na przyktad gdyby okazato si¢, ze do Kasprowego
Wierchu przez Schronisko Murowaniec bytoby 2h 50 minut zamiast 3 godzin. Dopiero gdy np. te 3 godziny



sa najmniejsza wartoscia w kolejce, to wiemy, ze dowolna inna droga wymagataby juz wiecej niz te 3
godziny.

Jednak w pierwszej kolejnosci przeé¢wiczymy co$, co nam sie przyda w tym algorytmie. Ta funkcja
wykorzystuje kolejke priorytetowa. Dotychczas jej nie implementowaliémy, a implementacja dostepna w
Pythonie nie pozwala na wygodna zmiane priorytetu w tej kolejce. Powyzej byl znany powszechnie algo-
rytm Dijkstry. Na naszych zajeciach w celu prostszej implementacji troche go zmodyfikujemy:

Funkcja algorytm_dijkstry_mdcs(graf, start):
Stworz stownik S taki, Ee jako klucze zawiera wierzchotki grafu, a jako
wartosSci obecny koszt drogi do nich. Dla wierzchotka startowego dystans
jest roéowny O, dla reszty nieskonczonosc.

Dopdki stownik S nie jest pusty:

Pobierz i usun klucz i wartosS¢ ze stownika taka, Ee jest najmniejsza

wartos¢ (czyli najmniejszej odlegtosci).

Dodaj ten klucz i wartos¢ do wyniku (nie da sie mniejszym kosztem

dotrzeé do tego wierzchotka)

Dla kazdego sasiada v wierzchotka u:

Jesli nie jest sasiad v w wyniku:

Jesli odlegtosS¢ do v przez wierzchotek u jest mniejsza niz
dotychczasowa, to zastap ja. Inaczej piszac jesli dlu] + w(u, v) < dlv]
to dlv] = d[u] + w(u, v), gdzie w(u, v) to waga krawedzi od u do v.

Pomocne moze sie okazaé¢ najpierw rozwigzanie ponizszego zadania. Dzieki temu przeé¢wiczycie usuwa-
nie odpowiednich rzeczy ze stownika. W celu usunieciu rekordu ze stownika zastosujcie ,,del slownik[klucz]”.
W celu reprezentacji nieskonczonosci mozecie zastosowaé ,,float ("inf")”.

[ Zadanie 3.1.1 |

Napisz funkcje pobierz_minimum(slownik), ktora usunie pare klucz i wartosé ze stownika dla
takiego klucza, dla ktorego wartosé jest najmniejsza w stowniku. Jesli jest kilka kluczy, dla ktérych
jest osiggnieta minimalna warto$¢, niech usunie jedng z nich.

,_[ Zadanie 3.1.2 ]

Napisz algorytm Dijkstry. Przekazujemy do niego graf oraz wierzchotek startowy, a chcemy uzyskaé
jako wynik stownik z wartosciami najkrotszych drog do kazdego z wierzchotkow.

,_[ Zadanie 3.1.3 Dodatkowe ]

Napisz algorytm Kruskala, ktory oblicza minimalne drzewo rozpinajace.
Link do opisu algorytmu: https://pl.wikipedia.org/wiki/Algorytm Kruskala



https://pl.wikipedia.org/wiki/Algorytm_Kruskala

4 Praca domowa

Zadanie 4.0.1 — 1 punkt

Napisz funkcje znajdz_wage(graf, waga), ktora znajdzie w grafie krawedz z dana waga. Jesli
wystepuje wiecej krawedzi z dang waga to ma zwroci¢ jedng z nich, jeéli nie ma zadnej, to ma
wypisaé odpowiednie powiadomienie na konsole i zwrécié¢ wartosci (-1, -1).

Przyktad:

> graf = {

> uau: {”b”: 1’ ”C”I 2},
"b": {”C”I 2},

"' {"a": 3}

| |, ICI)
rint(znajdz_wage(graf, 4))

+
print(znajdz_wage(graf, 2))
a
~1, -1)

~ VvV ~ VvV V V V

Zadanie 4.0.2 — 1 punkt ]

Napisz funkcje suma_wag_w_grafie(graf, waga), ktéra zsumuje wszystkie wag w grafie.

Przyktad:

> graf = A

> nau: {”b”: 1, ”C”: 2}’

> ”b”: {”C”I 2}’

> IICH: {Hau: 3}

>}

> print (suma_wag_w_grafie(graf))
8

Zadanie 4.0.3 — 1 punkt

Napisz funkcje znajdz_najwieksza_sume_dwoch_krawedzi(graf), ktéra znajdzie w grafie
dwukrawedziowa Sciezke, majaca najwicksza mozliwg wage. Funkcja ma zwraca¢ czworke
zrodlo, posredni, cel, waga, gdzie:

o pierwsza krawedz wychodzi z wierzchotka zrodlo i wchodzi do wierzchotka posredni,

o druga krawedz wychodzi z wierzchotka posredni i wchodzi do wierzchotka cel,

e waga to najwicksza suma wag, znaleziona dla wszystkich mozliwych krawedzi
(zrodlo, posredni) oraz (posredni, cel).

Przyktad:
> graf = {
> M"a": {"b": 1, "e": 4},
> "p": {"c¢": 2, "e": 1},
> et {"d": 3%},
SEKETINGY
> "e'": {}
>}

> print(znajdz_najwieksza_sume_dwoch_krawedzi(graf))
('b‘, ICI, Idl, 5)




Zadanie 4.0.4 — 1 punkt

Napisz funkcje, ktora obliczy czas przejscia Orlej Perci od Przeteczy Zawrat do przeteczy Krzyzne.
Postuz sie grafem Tatr dostepnym na repl.it’cie.

Przyktad:

> tatry = {

> L.

>}

> print(najkrotsza_sciezka(tatry, "Przetecz Zawrat", "Przetecz Krzyzne"))
('b', ICI’ Idl, 5)

Zadanie 4.0.5 — 2 punkty

Napisz funkcje, ktora sprawdzi, czy graf ma ujemng petle.

Zadanie 4.0.6 — 2 punkty

Napisz kolejna wersje algorytmu Dijkstry, ale taka, ktora zwrdci nam najmniejsza odlegltosé dla
kazdej pary wierzchotkéw w grafie.

Zadanie 4.0.7 — 3 punkty

Zatézmy, ze jestesmy turysta, ktory chee spedzic¢ jak najwiecej czasu w gorach. Napisz funkcje, ktora
znajdzie taka Sciezke startujaca z Kuznic, Zze zajmie jak najwiecej czasu i wrocisz w miejsce startu,
ale nie odwiedzajac zadnego miejsca wiecej niz raz (nie liczac Kuznic, do ktérych musisz wrécic).
Nie jest to ani cykl Eulera, ani Hamiltona, poniewaz nie musisz odwiedza¢ kazdego miejsca.
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