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1 Wstep

W tym skrypcie bedziemy sie uczy¢ jak zaimplementowaé grafy w Pythonie. W tym celu nie pojawi sie
poczatkowo w tym skrypcie gotowe rozwiagzanie jak to zrobi¢. Po przerobieniu danego zagadnienia po
zakonczeniu zaje¢ prowadzacy przesle wersje z tym co bylo zrobione na ¢wiczeniach.

2 Dodawanie wierzchotkéw oraz krawedzi do grafu

W poprzednim skrypcie oméwiliSmy nasza podstawowa implementacje graféw wykorzystujaca stowniki

oraz listy. W nastepnym kroku postaramy sie dodac¢ kilka funkcji, ktére pozwola nam na modyfikacje

stworzonego grafu, na przyktad poprzez dodawanie nowych wierzchotkéw oraz krawedzi do grafu.
Przeé¢wiczmy kolejno:

dodawanie nowych wierzchotkéw do grafu
dodawanie pojedynczej krawedzi
dodawanie listy krawedzi

dodawanie wierzchotka i krawedzi naraz

A

zliczanie krawedzi

Cwiczenie 2.0.1

Napisz funkcje dodaj_wierzcholek(graf, wierzcholek), ktéra przyjmuje 2 argumenty: graf do
modyfikacji oraz nowo dodawany wierzchotek do grafu. Dodaj tylko sam wierzchotek z pusta lista
sasiedztwa.

Cwiczenie 2.0.2

Napisz funkcje dodaj_krawedz(graf, zrodlo, cel), ktéra przyjmuje 3 argumenty: graf do mo-
dyfikacji oraz oraz dwa wierzchotki. Funkcja ma za zadanie doda¢ nows krawedz do tego grafu.
Pamietaj o tym, ze jest to graf nieskierowany, a wiec musimy dodaé¢ nowy element do listy dla dwdoch
kluczy w stowniku.

Cwiczenie 2.0.3

Napisz funkcje dodaj_wierzcholek_z_krawedziami(graf, wierzcholek, krawedzie), ktora
przyjmuje 3 argumenty: graf do modyfikacji, nowo dodawany wierzchotek do grafu oraz liste z
wierzchotkami, do ktorych maja byé¢ poprowadzone krawedzie od nowo dodawanego wierzchotka.
Pamietaj o tym, ze jest to graf nieskierowany, zatem musimy poprowadzi¢ krawedzie zaréwno od jak
i do nowo dodawanego wierzchotka.

Cwiczenie 2.0.4

Napisz funkcje dodaj_wierzcholek_z_krawedziami_do_wszystkich(graf, wierzcholek), kto-
ra doda podany wierzchotek do grafu oraz potaczy go z wszystkimi wierzchotkami, ktore byty
dotychczas w grafie.




Cwiczenie 2.0.5

Napisz funkcje zlicz_krawedzie (graf), ktora zliczy taczna liczbe krawedzi w grafie.

| Dla dociekliwych ]

Graf ,,nieskierowany” a graf ,,skierowany”

Czesto rozroznia sie grafy skierowane i grafy nierskierowane. Grafy skierowane to takie, w ktorych kierunek
krawedzi ma znaczenie, tzn. jesli istnieje krawedZ z wierzchotka X do Y, to niekoniecznie istnieje krawedz z
wierzchotka Y do wierzchotka X.

Natomiast grafy nieskierowane to takie grafy, w ktorych kierunek krawedzi nie ma znaczenia. Czesto przyj-
muje sie dla uproszczenia, ze w grafach nieskierowanych jesli istnieje krawedz z wierzchotka X do Y, to
istnieje réwniez krawedz z wierzchotka Y do wierzchotka X.

| Zadanie 2.0.1 |

Napisz funkcje, ktéra przyjmuje jeden argument — liczbe, nazwijmy ja n i stworzy graf, ktéry ma n
wierzchotkéw i obrazuje podzielnosé liczb. Jedli np. liczba 6 jest podzielna przez 1, 2 i 3, to bedzie
miata krawedzie skierowane do tych liczb, przez ktore jest podzielna. Pomijamy podzielnosé liczby
przez sama siebie.

Np. dla zakresu do 6 bedziemy mieli wierzchotki 1, 2, 3, 4, 51 6, wierzchotki 2, 3, 4, 5, 6 sa potaczone
do 1, wierzchotki 4 i 6 do 2, wierzchotek 6 takze do 3. Najlepiej to obrazuje rysunek 1.

Rysunek 1: Przyktadowy wynik tej funkcji dla argumentu réwnego 6:




3 Przeszukiwanie grafu

3.1 Stumilowy Las

Jednymi z pierwszych algorytméw jakie poznamy bedzie przeszukiwanie grafu. Na poczatek zajmiemy sie
wyszukiwaniem wszerz - znanym po angielsku jako Breadth-first search (BFS). Do naszych rozwazan na
temat przeszukiwania grafu wykorzystamy fragment Stumilowego Lasu widoczny na Rysunku 2.

Rysunek 2: Fragment Stumilowego Lasu. Niech wierzchotkami grafu beda miejsca w Stumilowym Lesie, a
krawedziami grafu $ciezki miedzy miejscami.
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Miejsca i $ciezki w Stumilowym Lesie zostatly przedstawione jako nastepujace wierzchotki:

Tabela 1: Miejsca i $ciezki w Stumilowym Lesie

Miejsce Ma Sciezke do...

Miejsce powodzi Gdzie nie byto sladéw tasiczki, Dom Prosiaczka

Gdzie nie byto sladéw tasiczki Miejsce powodzi, Dom Prosiaczka, Stumilowy Las

Dom Prosiaczka Miejsce powodzi, Gdzie nie byto §ladow tasiczki, Putapka na stonie,
Chatka Puchatka

Putapka na stonie Dom Prosiaczka, Chatka Puchatka, Szes¢ sosen

Chatka Puchatka Dom Prosiaczka, Putapka na stonie

Sze$¢ sosen Putapka na stonie, Krewni i znajomi Krolika

Stumilowy Las Gdzie nie byto $ladéw tasiczki, Dom Prosiaczka, Krewni i znajomi
Krélika, Dom Sowy, Zakatek Ktapouchego

Dom Sowy Krewni i znajomi Kroélika, Stumilowy Las, Dom Krzysia

Zakatek Kltapouchego Stumilowy Las, Dom Krzysia

Skoro juz opisaliSmy dosy¢ doktadnie fragment Stumilowego Lasu to mozemy teraz przedstawi¢ go w
formie grafu nieskierowanego. Na Rysunku 3 przedstawiony jest jeszcze raz ten sam fragment Stumilowego



Lasu, ale tym razem z wyréznionymi miejscami jako wierzchotkami i Sciezkami jako krawedziami miedzy
wierzchotkami.

Na Rysunku 3 widoczny jest graf utworzony z mieszkan i $ciezek miedzy miejscami w Stumilowym
Lesie.

Rysunek 3: Graf nieskierowany powstaly z miejsc i Sciezek w Stumilowym Lesie.

Graf z Rysunku 3 mozemy zapisa¢ w jezyku Python jako nastepujacy stownik :

stumilowy_las = {
"A": ["B", "C'],
"BU: ["A", "C', "GU],
"ch: ["A", "B", "D", "E", "G"],
'D": ["C", "E", "F'I,
"E" : ["C", "D"],
"F" o ["D", "H"I,
"gv: ["B", "C", "H", "I", "J'],
"B [UE, "GM, I,
"Iv: ["GM, "H, "I, UKD,
"Jvoso[Uen, "K'l
DG U A £




3.2 Przeszukiwanie wszerz

Dziatanie przeszukiwania wszerz polega na tym, ze odwiedzamy w grafie najpierw wszystkich bezposred-
nich sasiadow wierzchotka poczgtkowego, potem wszystkich sasiadéw jego sasiadow, potem wszystkich
sasiadow sasiadow jego sasiadow itd. Kolejne poziomy sasiedztwa wyznaczajg "warstwy poziome” grafu.
"Warstwy” te wyznaczone sg przez odlegto$é¢ danego wierzchotka od wierzchotka poczgtkowego, stad nazwa
- przeszukiwanie wszerz.

Ponizej przedstawiony jest pseudokod przeszukiwania wszerz, a przeszukiwanie grafu fragmentu Stu-
milowego Lasu jest rozrysowane na Rysunku 4 i w Tabeli 2.

0. Funkcja przeszukiwanie_wszerz(graf, poczatek):

1 Dla kazdego wierzchotka w grafie:

2 Oznacz, ze nie odwiedzilismy tego wierzchotka.

3 Dodaj do kolejki wierzchofek poczgtkowy 1 oznacz, ze zostal odwiedzony.
4. Dopoki kolejka nie jest pusta:

5. Pobierz pierwszy wierzchofek z kolejki.

6 Dla kazdego sasiada tego wierzchotka:

7 Jesli cel nie byt jeszcze odwiedzony:

8 Oznacz go jako odwiedzony.

9 Dodaj go na koniec kolejki.

3.3 Przeszukiwanie w glab

Jaki bytby efekt, gdyby$my w powyzszym listingu zmienili linijke nr 9. z "Dodaj go na koniec kolejki”
na "Dodaj go na poczatek kolejki” Calkowicie przez to zmieni si¢ kolejno$¢ odwiedzania wierzchol-
kéw - zamiast przechodzenia grafu po kolejnych "warstwach” zaczynajac od najblizszej wierzchotki beda
odwiedzane "na oslep, byle do przodu”. Taki sposéb przegladania nazywamy w gfgb.

Na Rysunku 5 oraz w Tabeli 3 rozpisane jest przeszukiwanie w gltgb dla Stumilowego Lasu. Tak naprawde
w przeszukiwaniu w gigb nie sa juz istotne "warstwy” znane nam z przeszukiwania wszerz, ale na Rysunku
5 nadal sg one zaznaczone, aby méc poréwnacé oba algorytmy.

| Dla dociekliwych ] .

Przeszukiwanie w gigb a przeszukiwanie wszerz

Zmiana jednej linijki w algorytmie daje zupelnie rézne dzialanie algorytméw. W przeszukiwaniu w glgb
wstawialiSmy odwiedzane wierzchotki na poczatek kolejki. Takie podejécie znane jest jako kolejkowanie FIFO
(ang. First In, First Out — pierwszy na wejsciu, pierwszy na wyjsciv). Przypomina w swoim zachowaniu
kolejke w sklepie. Ta osoba, ktéra staneta pierwsza w kolejce, bedzie pierwsza obstuzona, ta co jaka ostatnia,
bedzie jako ostatnia. Za kazdym razem dodawaliémy na koniec elementy do kolejki, a pobieraliémy te co
byly z poczatku.

W przeszukiwania wszerz wstawialiSmy odwiedzane wierzchotki na koniec kolejki. To podejécie zwane jest
kolejkowaniem LIFO (ang. Last In, First Out — ostatni na wejsciu, pierwszy na wyjsciuv). W zyciu codzien-
nym mozna ja zilustrowaé¢ naszym typowym zachowaniem w kuchni. Jesli przez 3 dni bedziemy kupowac
po 3 bulki i bedziemy codziennie zjadaé 2, to 4 dnia zostana nam 3 butki — po jednej z kazdego dnia.
Wigkszosé oséb siegnie po te najswiezsza — ostatnia kupiona zostanie pierwsza zjedzona, poniewaz jest

najswiezsza.

3.4 Implementacja algorytmoéw przeszukiwania

Na kolejnych stronach przeé¢wiczymy zaréwno przeszukiwanie wszerz jaka i przeszukiwanie w glgb.



Przeszukiwanie wszerz

Rysunek 4: Graf Stumilowego Lasu z dodanymi numerami odwiedzenia kazdego z wierzchotkow przy
przeglgdaniu wszerz. Przyktadowo wierzchotek A zostal odwiedzony jako pierwszy, wierzchotek B jako
drugi, wierzchotek C jako trzeci itd. Kolorami zaznaczone sa kolejne warstwy.

Tabela 2: Przegladanie grafu wszerz - szczegéty kazdego kroku.

iteracja wierzchotlek warstwa (odleglosé | kolejka na koniec kroku
roboczy od 'A")

: o ['B', 'C']

2 B! ['C', 'G']

3 'c! ['G', 'D', 'E']

4 'G warstwa, 2 ('n', 'E', 'H', 'I', 'J']

5 D! warstwa 2 ('e', 'w', '1', 'J', 'F']

6 'E! warstwa 2 ('H', 'T', 'J", '"F']

7 'H! warstwa 3 cr, 'J, 'F'l

8 T warstwa 3 ('J, 'F', 'K']

9 INE warstwa 3 ['F', 'K']

10 E warstwa 3 ['K']

11 'K! warstwa 4 []

Cwiczenie 3.4.1

Napisz funkcje przeszukiwanie_ wszerz(graf, poczatek), implementujaca algorytm przeszuki-
wania wszerz grafu Lasu Stumilowego. Przyktadowe wywotanie:

> # stumilowy_las = {...}
> przeszukiwanie_wszerz(stumilowy_las, 'A')
Kolejnosc odwiedzenia: A, B, C, G, D, E, H, I, J, F, K




Przeszukiwanie w gtab

Rysunek 5: Graf Stumilowego Lasu z dodanymi numerami odwiedzenia wierzchotkéow przegladajac w glqb.
W przeszukiwaniu w glgb nie sa istotne warstwy grafu, ale zostalty zaznaczone dla poréwnania z przeszu-

kiwaniem wszerz.

Tabela 3: Przegladanie grafu w gtab - szczegoly kazdego kroku.

iteracja wierzchotlek kolejka na koniec kroku
roboczy

1 'A! ['c', 'B']

2 'C! ['E', 'D', 'B']

3 'E! [('D', 'B']

4 'D' ['F', 'B']

5 'F' ['H', 'B']

6 'H' ['I', 'G', 'B']

7 ‘T ['K', 'G'", 'B']

8 'K! ('J', 'é', 'B']

9 ' ['G', 'B']

10 'G! ['B']

11 'B' (]

Cwiczenie 3.4.2

Napisz funkcje przeszukiwanie w_glab(graf, poczatek), implementujaca algorytm przeszuki-
wania w gigb grafu Lasu Stumilowego. Przykladowe wywotanie:

> # stumilowy_las =

{...}

> przeszukiwanie_w_glab(stumilowy_las, 'A')
Kolejnosc odwiedzenia: A, C, E, D, F, H, I, K, J, G, B




4 Zadania
,_[ Zadanie 4.0.1 ]

Prosiaczek chce odwiedzi¢ Krzysia i potem udaé si¢ razem z nim na poszukiwania tasiczki do Miej-
sca, gdzie jej nie byto. Napisz funkcje, ktora dobiera mozliwie krotkie Sciezki, aby to zrobi¢. Funkcja
ma wypisywac na ekran $ciezke do Krzysia, a potem Sciezke do miejsca poszukiwania tasiczki. Przy-
ktadowe wywotanie:

> stumilowy_las = {...}
> poszukiwanie_lasiczki(stumilowy_las, 'C', 'K', 'A")
Sciezka Prosiaczek -> Krzys: C, G, I, K

Sciezka Krzys i1 Prosiaczek -> lasiczka: K, I, G, B

| Zadanie 4.0.2 |

W Stumilowym Lesie jest noc, a dwa Hefalumpy wpadty w Pulapke na stonie. Postanowilty z niej
uciec do Miejsca, gdzie nie bylo powodzi, ale aby zmyli¢ trop, gdy obudza sie mieszkancéw Stumilo-
wego Lasu umowity sie, ze si¢ rozdzielg - jeden Hefalump pobiegnie pierwszy, a gdy bedzie bezpieczny
to zatrabi, dajac znac¢ drugiemu, ze on tez moze juz uciec. Drugi Hefalump nie moze jednak pobiec
zadng Sciezka, ktora biegt juz pierwszy Hefalump. Jak powinny pobiec oba Hefalumpy, aby musiaty
przebiec najkrotsza mozliwa droge?

Napisz funkcje ucieczka_hefalumpow(graf, zrodlo, cel), ktéra przyjmuje jako argument do-
wolny graf reprezentowany jako stownik, zrodlo bedace jednym z wierzchotkéw grafu (domyslnie
niech to bedzie Putapka na stonie), a cel to wierzcholek, w ktérym oba Hefalumpy na koniec cheg sie
schroni¢ (domyslnie to Miejsce, gdzie nie bylo powodzi). Funkcja ma wypisywaé Sciezke pierwszego
Hefalumpa oraz Sciezke drugiego Hefalumpa.

Przyktadowe wywotanie:

> # stumilowy_las = {...}

> ucieczka_hefalumpow(stumilowy_las, 'D', 'A')

Pierwszy Hefalump: C, A

Drugi Hefalump: D, F, H, G, B, A




,__i Zadank34il3]

Kubu$ Puchatek planuje spacer po Stumilowym Lesie. Stwierdzil, ze dla urozmaice-
nia chce chodzi¢ w taki sposob po Lesie, ze kolejne miejsca odwiedzane przez nie-
go zawieraja kolejne litery wybranego wzorca. Jedno miejsce moze odwiedzi¢ wie-
lokrotnie.  Przyktadowo, jesli wybrat wzorzec '"miodek" to moze przejs¢ Sciezka
['Dom Prosiaczka', 'Stumilowy Las', 'Zakatek Klapouchego', 'Dom Krzysia',
'Zakatek Klapouchego', 'Dom Krzysia'l], bo:

e "m" jest w "Dom Prosiaczka"

e "i" jest w "Stumilowy Las"

e "0o" jest w "Zakatek Klapouchego"
e "d" jest w "Dom Krzysia"

o "e" jest w "Zakatek Klapouchego"
e "k" jest w "Dom Krzysia"

Napisz funkcje znajdz_wzorzec(graf, wzorzec), ktéra znajduje Sciezke, przechodzaca po kolei
przez miejsca, ktére zawierajg kolejne litery z wzorca. Przyktadowe wywotanie:

> stumilowy_las = {...}

> znajdz_wzorzec(stumilowy_las, "miodek")

Sciezka: ['Dom Prosiaczka', 'Stumilowy Las', 'Zakatek Klapouchego', 'Dom

o Krzysia', 'Zakatek Klapouchego', 'Dom Krzysia']

> znajdz_wzorzec(stumilowy_las, "abcde")

Sciezka: ['Dom Prosiaczka', 'Gdzie nie bylo sladow lasiczki', 'Dom Prosiaczka',
- 'Gdzie nie bylo sladow lasiczki', 'Miejsce powodzi']

> znajdz_wzorzec(stumilowy_las, "abcdef')

Nie znaleziono sciezki




Praca domowa nr 3

Uwaga. O ile nie przekazano na zajeciach inaczej to prace domowsg nalezy przesta¢ prowadzgcym w
wiadomosci prywatnej na Discordzie.

Zadanie 4.0.4 — 2 pkt

Napisz funkcje czy_spojny (graf), ktora sprawdzi czy podany graf nieskierowany (taki, w ktérym
jesli istnieje krawedz A->B, to istnieje krawedZ B->A) jest sp6jny. Funkcja ma przyjmowaé jako argu-
ment graf reprezentowany jako stownik list, a zwraca¢ wartos¢ logiczng True jesli podany graf jest
spojny lub False w przeciwnym przypadku. Graf jest spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy uruchamia-
jac algorytm przeszukiwania w dowolnym wierzchotku mozemy odwiedzi¢ wszystkie inne wierzchotki.

Przyktad:

> Stumilowy — {HAII: [an, ”C”], ”B”: I:IIAH, IICH, ”G”], HCII: [”A”, ”B”, ”D”, HEII’
”G”], ”D”I [IICII, ”E”, an], uEn . I:HCH’ ”D”], ”F” . [IIDH, ”H”], ”G”I [an,
”C”, an’ ”I”, an]’ . I:IIFH’ ”G”, ”I”], nn. ["G”, an, nJu, ”K”], ngn
I:IIGH’ IIKIl]’ IIKII . [HIII’ HJII:I

h

> czy_spojny(stumilowy_1)

True

>

> stumilowy_2 = {"A": ["B", "C"], "B": ["A", "C"], "C": ["A", "B", "D", "E"],
-~ "D": ["c", "E", "F"], "E" : ["C", "D"], "F" : ["D"], "G": ["H", "I", "J"],
- "H": [“G", "I"], "I": ["G", "H", "J", "K"], "J" : ["G", "K"], "K" : ["I",

"J"]
}
> czy_spojny(stumilowy_2)
False

(a) Graf sp6jny (stumilowy_1 z przykladu wyzej). (b) Graf niespéjny (stumilowy_2 z przyktadu
wyzej).
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Zadanie 4.0.5 — 1 pkt

Napisz funkcje stopien_wierzcholka(graf, wierzcholek), ktora przyjmuje dwa argumenty:
graf reprezentowany jako stownik list oraz wierzcholek, bedacy pojedyncza wartoscia i zwracajaca
stopien tego wierzchoika. Za stopien wierzcholka uznajemy liczbe krawedzi wychodzacych od
danego wierzchotka.

Przyktad:

> # stumilowy_las = {...}

> stopien_wierzcholka(stumilowy_las, "A")
2

> stopien_wierzcholka(stumilowy_las, "B")
3

> stopien_wierzcholka(stumilowy_las, "G")
1S}

> stopien_wierzcholka(stumilowy_las, "K'")
2

Zadanie 4.0.6 — 1 pkt

Napisz funkcje stopien_wchodzacy_wierzcholka(graf, wierzcholek, przyjmujaca jako argu-
menty graf reprezentowany jako stownik list oraz wierzcholek, bedacy pojedyncza wartoscig i
zwracajaca stopien wchodzacy wierzchotka w grafie skierowanym, czyli liczbe krawedzi wchodzacych
do danego wierzchotka.

Przyktad:

> graf = { 1: [2, 3], 2: [1, 3, 4], 3: [1, 2], 4: [1] %}
> stopien_wchodzacy_wierzcholka(graf, 1)

3

> stopien_wchodzacy_wierzcholka(graf, 2)

2

> stopien_wchodzacy_wierzcholka(graf, 3)

2

> stopien_wchodzacy_wierzcholka(graf, 4)

1
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Zadanie 4.0.7 — 1 pkt

Napisz funkcje usun_krawedz(graf, poczatek, koniec), ktéra przyjmuje jako argumenty
graf reprezentowany jako stownik list, poczatek bedacy pojedyncza wartoscia i koniec, bedacy
pojedyncza wartoscia i usuwajaca krawedz miedzy wierzchotkiem poczatek, a wierzchotkiem
koniec (jesli taka istnieje).

Przyktad:

> graf = { 1: [2, 3], 2: [1, 3, 4], 3: [1, 2], 4: [1] %}
> usun_krawedz(graf, 1, 3)

> graf

{1: (2], 2: [1, 3, 4], 3: [1, 2], 4: [1]%}

Podpowiedz: Z listy moZzemy usuwac elementy w nastepujgcy sposob:

> lista = [1, 2, 3]
> lista.remove(2)

> lista

(1, 3]

Zadanie 4.0.8 — 1 pkt ‘

Napisz funkcje usun_wierzcholek(graf, wierzcholek), przyjmujaca jako argumenty graf,
reprezentowany jako stownik oraz wierzcholek, bedacy pojedyncza wartos$cia i usuwajaca zadany
wierzchotek z grafu, a takze wszystkie krawedzie, ktore taczyty sie z tym wierzchotkiem.

Przyktad:

>graf = { 1: [2, 3], 2: [1, 3, 4], 3: [1, 2], 4: [1] }
> usun_wierzcholek(graf, 4)

> graf

{t: [2, 31, 2: [1, 3], 3: [1, 2]%

Podpowiedz: Przydatne jest wykonanie najpierw zadania 5.0.4. Ponadto, ze stownika mozemy usuwac
klucz w nastepujacy sposdb uzywajgc stowa kluczowego del (z ang. delete, usun):
> slownik = {1: [2, 3], 2: [1, 3], 3: [1, 2]}

> del slownik[1]

> slownik

{2: [1, 3], 3: [1, 2]}
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Zadanie 4.0.9 — 1 pkt
Napisz funkcje czy_drzewo(graf), przyjmujaca jako jedyny argument graf nieskierowany (taki,
w ktérym jesli istnieje krawedz A->B, to istnieje krawedZ B->A), reprezentowany jako stownik list i
sprawdzajaca czy jest on drzewem. Drzewo to acykliczny i spojny graf.

Przyktad:

> grafl = {1: [2], 2: [1, 3], 3: [2, 4], 4: [3]}
> czy_drzewo(grafl)

True

> graf2 = {1: [2], 2: [1, 3, 4], 3: [2, 4], 4: [2, 3]}
> czy_drzewo (graf?2)

False

Podpowiedz: Zrob najpierw zadania 5.0.1 oraz 5.0.6.

Zadanie 4.0.10 — 2 pkt

Napisz funkcje czy_ma_cykl(graf), przyjmujaca jako argument graf nieskierowany (taki, w
ktorym jedli istnieje krawedZz A->B, to istnieje krawedZ B->A) reprezentowany jako stownik list
i sprawdzajaca czy ma on cykl. Cykl to taka sekwencja krawedzi w grafie, ze pierwszy i ostatni
wierzchotek tej sekwencji sa identyczne.

Przyktad:

> grafl = {1: [2], 2: [1, 3], 3: [2, 4], 4: [3]}

> czy_ma_cykl(grafl)

False

> graf2 = {1: [2], 2: [1, 3, 4], 3: [2, 4], 4: [2, 3]%}
> czy_ma_cykl (graf2)

True

(¢) Graf bez cyklu (grafil z przykladu wyzej). (d) Graf z cyklem 2->3->4->2 (graf2 z przykladu
wyzej).

Podpowiedz: cykl mozna wykryé uzywajgc przeszukiwania wszerz i sprawdzajgc czy osiggalny jest
wierzcholek juz raz odwiedzony.
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Zadanie 4.0.11 — 2 pkt

Napisz funkcje czy_n_regularny(graf, n), przyjmujaca jako argument graf reprezentowany jako
stownik list oraz n, bedacy pojedyncza liczba catkowita, ktéra sprawdzi czy graf jest n-reqularny.
Graf n-reqularny to taki graf, ze kazdy wierzchotek w grafie ma stopien doktadnie n. Dla przypo-
mnienia - stopien wierzchotka to liczba krawedzi wychodzacych z danego wierzchotka.

Przyktad:

> graf = {1: [2, 3, 4], 2: [1, 3, 4], 3: [1, 2, 4], 4: [1, 2, 3]}
> czy_n_regularny(graf)

True

> graf2 = {1: [2, 3], 2: [1, 3, 4], 3: [1, 2, 4], 4: [2, 3]}

> czy_n_regularny(graf?2)

False
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Zadanie 4.0.12 — 2 pkt

Napisz funkcje czy_dwudzielny(graf), przyjmujaca jako argument graf reprezentowany jako
stownik list i sprawdzajaca, czy graf jest dwudzielny. Graf dwudzielny to taki graf, w ktorym
jesteSmy w stanie rozdzieli¢ jego wierzcholki na dwa roztaczne zbiory, takie ze zaden wierzchotek
wewnatrz danego zbioru nie laczy z innym wierzchotkiem z tego zbioru, ale moze si¢ taczyé z
wierzchotkami z drugiego zbioru.

Przyktadowy graf dwudzielny. Zbiér wierzchotkéw mozna rozdzielic na dwa podzbiory
{"A", "C", "E"} oraz {"B", "D", "F'"}, takie ze miedzy wierzchotkami nalezacymi do tego sa-
mego zbioru nie ma zadnej krawedzi, istnieja natomiast krawedzie miedzy wierzchotkami z dwdch
roznych zbiordw.

Przyktad:

> grafl — {IIAH: I:IIBH’ HDII, ”F”], "B [”A”, IIEH]’ IICH: I:HDII:l’ " [HCH]’ g
o I:IIBH’ llDll’ ”F”], g [HA”, ”E”]}

> czy_dwudzielny(grafl)

True
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Zadanie 4.0.13 — 3 pkt

Napisz funkcje dopelnienie(graf), przyjmujaca jako jedyny argument graf reprezentowany jako
stownik list, zwracajaca dopetnienie grafu. Dopelnienie grafu to taki graf, ktory ma te same wierz-
chotki co oryginalny graf, ale ma krawedzie pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami wtedy i
tylko wtedy, gdy oryginalny graf nie miat tam krawedzi.

Przyktad:

> graf = {1: [2, 3, 4], 2: [1], 3: [1, 4], 4: [1]1}
> dopelnienie(graf)
{1: 00, 2: [3, 4], 3: [2], 4: [2, 3]}

(e) Graf oryginalny (graf z przykladu (f) Dopelnienie grafu z lewego rysunku.
wyzej).

Zadanie 4.0.14 — 3 pkt

Napisz funkcje drzewo_rozpinajace(graf), przyjmujaca jako jedyny argument graf reprezento-
wany jako stownik list, zwracajaca drzewo rozpinajgce tego grafu. Drzewo rozpinajgce to taki graf,
ktory zawiera wszystkie wierzchotki grafu spdjnego, ale tylko tyle krawedzi, aby byt spdjny.
Podpowiedz. W ogolnym przypadku istnieje wiele drzew rozpinajgcych dla danego grafu. Wystarczy,
ze Twaj program zwroci dowolne poprawne.

Przyktad:

>graf = { 1: [2, 3, 4, 5], 2: [1, 3, 5], 3: [1, 2, 4], 4: [1, 3], 6: [1, 2] %}
> drzewo_rozpinajace(graf)
{1: [3, 4, 8], 2: [5], 3: [1], 4: [1], &5: [1, 2] &

0-\
/

(g) Graf oryginalny (graf z przykladu (h) Przyktadowe drzewo rozpinajace
wyzej). grafu po lewej.

Podpowiedz: Kolejno$é przeglgdania wierzchotkow w algorytmie przeszukiwania wszerz lub w glgb
wyznacza w naturalny sposob drzewo rozpinajgce.
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