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1 Podzielnosé

Zacznijmy od krétkich rozwazan liczb pierwszych. Przypomnijmy, ze liczba jest pierwsza, jesli
ma doktadnie dwa dzielniki.

Zadanie 1

Wykaz, ze suma pieciu kolejnych liczb naturalnych nie moze by¢ liczba pierwsza.

Na wyktadzie rozmawialiémy o notacji kongruencji. Méwimy, ze a =b( mod m), jesli a i b
maja te sama reszte z dzielenia przez m, lub inaczej jesli a — b dzieli sie przez m.

Zauwazmy, ze prawdziwe sa nastepujace fakty o kongruencjach. Niech a =6 (mod m) oraz
c=d (mod m)

a) a+c=b+d (mod m),
b) a-c=b-d (mod m),

c) a*=b" (mod m).

Zadanie 2

Na wykladzie uzasadniliémy regute podzielnoéci dla 3 (suma cyfr) i wyprowadziliSmy duzo
bardziej skomplikowang regute dla 7 (suma cyfr pomnozonych przez cyklicznie wystepujace
wspélezynniki). Znajdzcie analogiczna regute dla podzielnosci przez 11.

Zadanie 3

Udowodnij, ze liczba 3195 + 4105 jest podzielna przez 13,49, 181 i 379, ale nie jest podzielna przez
5ill.

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.



2 Szyfrowanie symetryczne

Przyktadem do$¢ prostego szyfrowania symetrycznego (ale potencjalnie mozliwego do rozszy-
frowania bez posiadania klucza,cho¢ nie w trywialny sposéb) szyfrowania jest szyfr Vigenere’a.
Aby skorzystaé z tego szyfru wygodnie mie¢ nastepujaca tablice:

ABCDEFGHIIJIJKLMNOPQRSTUVRXYIZ
BCDEFGHIJIKLMNOPQRSTUVWXYZA
CDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZAB
DEFGHIJKLMNOPQRSTUVHWXY ZABC
EFGHIJTKLMNOPQRSTUVWNXYZABCD
FGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDE
GHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDETF
HIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDETFG®G
ITKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGH
JKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHTI
KLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHTI]
LMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHTIIJK
MNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHTIIJKL
NOPQRSTUVWXYZABCDEFGHTIIJKLM
OPQRSTUVHWNXYZABCDEFGHTIIJIKLMN
PQRSTUVWXYZABCDEFGHIIJKLMNDOD
QRSTUVWXYZABCDEFGHIIJKLMNOP
RSTUVWXYZABCDEFGHIIJITKLMMNOPDQ
STUVWXYZABCDEFGHIJITKLMNOPQR
TUVWXY ZABCDEFGHIIJKLMNOPQRS
UVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRST
VWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTU
WXYZABCDEFGHIIJITKLMNOPQRSTUVW
XYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVW
YZABCDEFGHIIJKLMNOPQRSTUVWX
IABCDEFGHIIJKLMNOPQRSTUVHNXY

Role liczby k odgrywa tutaj tajny klucz w postaci jakiego$ stowa lub tekstu. Dla przyktadu
wezmy klucz TAJNE. Chcac zaszyfrowaé jakis tekst, np: SZYFR VIGENEREA, trzeba znalezé
litery w kolumnie odpowiadajacej kolejnym literom klucza (w razie czego go zapetlajac) i wier-
szu odpowiadajacym odpowiednim literom szyfrowanej wiadomosci. W tym wypadku wyjdzie:

LZHSV OIPRRXRNN

Dobierzcie sie w pary. I sprobujmy przekaza¢ sobie zaszyfrowang wiadomosé i ja odszyfrowac.
Kazda para najpierw wybiera sobie wspolny klucz.

Zadanie 4

Wybierz wiadomosé sktadajaca sie z co najmniej 10 znakéw i zaszyfruj ja w szyfrze Vigenere'a
z ustalonym kluczem. Przekaz zaszyfrowang wiadomo$é¢ drugiej osobie z pary.

Zadanie 5

Odszyfruj otrzymana wiadomos¢!



3 Szyfrowanie niesymetryczne

Szyfrowanie niesymetryczne polega na tym, ze sg takie problemy, ktére bardzo trudno roz-
wigza¢. Kazda osoba jest wyposazona w dwa klucze: publiczny i prywatny. Klucz publiczny,
ktéry stuzy do szyfrowania wiadomosci, jest powszechnie dostepny, ale szalenie trudno (tysiace
lat obliczen) jest z niego wyliczy¢ klucz prywatny, ktéry whasciciel trzyma w tajemnicy. Tylko
majac klucz prywatny da sie odszyfrowaé¢ wiadomo$é zaszyfrowang kluczem publicznym.

Szyfrowanie RSA wykorzystuje fakt, ze bardzo trudno jest roztozy¢ duza liczbe na czynniki
pierwsze. Upraszczajac nieco sytuacje (za chwile przeprowadzimy symulacje), kluczem publicz-
nym jest pewna liczba n bedaca iloczynem dwodch liczb pierwszych p i q, zas p i ¢ beda kluczem
prywatnym. To szyfrowanie w algorytmie szyfrowania i odszyfrowywania wykorzystuje Twier-
dzenie Eulera a¥(™ =1( mod n), bedacym uogélnieniem Matego Twierdzenia Fermata.

Podzielcie si¢ na pary. Nastepujace trzy zadania przeprowadza Was przez proces szyfrowania
i odszyfrowania wiadomosci.

Zadane 6

Najpierw stworzymy klucze prywatny i publiczny. Wybierz dwie rézne, pieciocyfrowe (w rze-
czywistosci uzywa sie duuuuzo wiekszych) liczby pierwsze:

p:

q:

(najwygodniej bedzie, jesli dobierzesz tak te liczby, aby p—1 ani ¢ — 1 nie dzielito sie przez 3)
Oblicz n = pq:

Teraz potrzebujemy liczby Eulera dla n, czyli ¢(n) =(p-1)(¢-1):

e 3

znajdz liczbe d, taka, ze de dzieli sie przez p(n) z reszta 1

Wskazowka: rozwaz z jakq resztq dzieli sie przez 3, p(n)

d:

Liczby n, e to Twdj klucz publiczny. Reszte liczb (w szczegdlnosei d) zachowaj w tajemnicy (to
Twoj klucz prywatny)! Przekaz swéj klucz publiczny drugiej osobie z pary.

Zadanie 7

Pora zaszyfrowaé¢ wiadomosé. Dostates/as od osoby z pary jej klucz publiczny. Zapisz go sobie:
n:

e:

Wybierz teraz sobie cigg czterech znakéow sktadajacych sie z liter od A do I, ktéry bedziesz
chciat/a przekazaé drugiej osobie z pary.

Wiadomo$é do zaszyfrowania:

Przettumacz te wiadomo$¢ na 4-ro cyfrowg liczbe, A=1, B=2, ... [=0.

m:

Policz reszte z dzielenia przez n liczby me :

— to jest zaszyfrowana wiadomosé¢ — przekaz ja drugiej osobie z pary.

Wskazowka: Mozesz uzyé www. wol framalpha. com do policzenia tej reszty. Reszte z dzielenia liczy a
przez b liczy sie tam wpisujgc a%b.


www.wolframalpha.com

Zadanie 8

Dostales od osoby z pary zaszyfrowanag wiadomos¢ w postaci liczby
c:
Oblicz reszte z dzielenia przez n (Twoje) liczby ¢ :
Wskazowka: Mozesz uzyc www. wol framalpha. com do policzenia tej reszty. Reszte z dzielenia liczy a
przez b liczy sie tam wpisujgc a%b.
Przettumacz te liczbe na 5-cio literowa wiadomosé, A=1, B=2, ... 1=9. Gotowe!

Zadanie 9

Przypomnij sobie uogo6lnienie Matego Twierdzenia Fermata, czyli Twierdzenie Eulera, ktére
mowi, ze jesli a i n sg wzglednie pierwsze, to

a?™ =1( mod n).

Jak z tego Twierdzenia wynika to, ze rzeczywiscie otrzymalte$ w tym procesie odszyfrowana
wiadomo$¢ na koncu?

4 Geometrie nieeuklidesowe

Gdy odrzucimy ostatni (lub nawet nie tylko) ten aksjomat Euklidesa, dostaniemy nowe geome-
tryczne ,Swiaty”.

Kazdy z tych ,Swiatow” mozemy wyobrazi¢ sobie wewnatrz zwyczajnego euklidesowego
Swiata, nieco zmieniajac znaczenie takich stéw jak prosta, odlegtosé¢ itp. W skrocie:

1. Geometria euklidesowa:

e przez punkt poza dang prosta mozna poprowadzi¢ doktadnie jedna prosta rownolegta
do niej,
e suma katéw w kazdym trojkacie wynosi 180°.

2. Geometria hiperboliczna:

e przez punkt poza dang prosta mozna poprowadzi¢ wiele prostych réwnolegtych do
niej,

e suma katéw w kazdym trojkacie jest mniejsza niz 180° i im trojkat jest wigkszy tym
bardziej.

e modele (nalezy o nich mysleé¢, jak o mapach kuli ziemskiej — kazda mapa idzie na
kompromis i pewne cechy, np. katy odwzorowuje dobrze, a inne, np. pola Zle):

— Model Poincarégo

x cala plaszczyzna miesci si¢ w kole bez brzegu,

* proste to srednice (bez konicéw) oraz tuki okregéw obustronnie prostopadtych
do brzegu (méwimy, ze okregi sa prostopadte, jesli prostopadle sa proste
styczne do nich w tym punkcie)

x model ten zachowuje katy, ale oczywiscie nie zachowuje odlegltosci i pdl (rze-
czy sie ,zageszczaja® im blizej sa brzegu), co dobrze odwzorowuje rysunek
Eschera (wszystkie ksztalty na tym rysunku takie same i takiej samej wiel-
kosci (przystajace) w tej geometrii)
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— Model Kleina
x cala plaszczyzna, jak wyzej, miesci sie w kole bez brzegu,
x proste to cieciwy tego kota (bez koncow),
x relatywnie tatwo policzy¢ odlegltos¢é pomiedzy punktami w tym modelu, uzy-
wajac standardowej linijki. Jesli chcemy policzy¢ odlegtosé miedzy punkta-
mi A i B prowadzimy prosta (cieciwe) je laczaca. Punkty przeciecia tej
cieciwy z okregiem bedacym brzegiem modelu niech bedg P i @, a kolej-
nos¢ punktéw na cieciwie to P, A, B, Q. Mierzymy euklidesowe odlegtosci
PA,BQ, PB, AQ. Wtedy odlegtos¢ miedzy A i B w sensie geometrii hiper-
bolicznej, to:
|PBJ|AQ)]
|PAIIBQ|

gdzie In to pewna funkcja matematyczna (noszaca nazwe logarytmu natu-
ralnego) — znajdziesz ja na kazdym standardowym kalkulatorze,

In

x ten model nie zachowuje katéw, ani pol.
3. Geometria sferyczna

e proste (najkrotsze drogi miedzy punktami) na sferze to wielkie okregi, czyli okregi o
srodku w srodku sfery, np. réwnik i potudniki, ale juz nie réwnolezniki,

e kazde dwie proste sie przecinaja, czyli nie ma prostych réwnolegtych,

e suma katéw w kazdym trojkacie jest wicksza niz 180°,

e s takie pary punktéw (przeciwlegle, zwane tez antypodycznymi), przez ktére mozna
poprowadzi¢ wiele prostych.

4. Geometria eliptyczna (plaszczyzna rzutowa) — model na poltéwcee sfery.

e Patrzymy na geometrie sferyczna na potéwcee sfery, z tym ze ,sklejamy” przeciwlegte
punkty brzegu tej potsfery. W takim znaczeniu, ze jesli ktos wyjdzie z jednej strony
teleportuje sie natychmiast i bez zauwazenia tego faktu do przeciwlegtego punktu.

e Przez kazde dwa punkty w takim razie mozna poprowadzi¢ doktadnie jedng prosta,

e Nadal nie ma prostych rownolegtych, a suma katow w kazdym trojkacie jest wicksza
niz 180°.



Zadanie 10

Na plaszczyznie euklidesowej narysowano trojkat. Rozstrzygnij, jaki ma on ksztaltt, jesli:
a) jeden z jego katéw jest réwny sumie dwoch pozostatych?
b) jeden z jego katéw jest mniejszy niz suma dwoch pozostatych?

c¢) jeden z jego katéw jest wiekszy niz suma dwdch pozostatych?

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 11

A co mozna powiedzieé¢ o sumie katow w dowolnym czworokacie (a co o sumie katéw w dowolnym
pieciokacie? szesciokacie?) narysowanym w:

a) geometrii euklidesowej?
b) geometrii hiperbolicznej? geometrii na sferze?

Odpowiedzi uzasadnij!
Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na korncu skryptu.

Zadanie 12

W geometrii sferycznej poprowadzono trzy proste, ktore nie przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Na ile i jakich ksztaltow dzielg one calg sfere?

5 Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Ktoéra liczba jest wigksza: 2791 czy 53397

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 14

Udowodnij, ze prawdziwe sa nastepujace fakty o kongruencjach. Niech a = b (mod m) oraz
c=d (mod m)

a) a+c=b+d (mod m)

b) a-c=b-d (mod m)



Zadanie 15

Korzystajac z Matego Twierdzenia Fermata udowodnij, ze:
a) 220=1 (mod 11)
b) 9221 =9 (mod 23)

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 16

Poszukaj w necie informacji o przeprowadzonym przez A. Wilesa dowodzie Wielkiego Twier-
dzenie Fermata. Zaznacz dzialy matematyki byty zamieszane w ten dowod?

a) geometria algebraiczna
rownania rozniczkowe
analiza zespolona

teoria liczb

topologia

)
)
)
e) rachunek prawdopodobienstwa
)
) algebra abstrakcyjna

)

teoria mnogosci

Zadanie 17

Rozstrzygnij, czy na sferze mozna narysowaé prostokat (czworokat o 4 katach prostych). A czy
istnieje jakikolwiek prostokat w geometrii hiperbolicznej? Odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 18

7 plaszczyzny rzutowej wycieto koto. Co mozna powiedzie¢ o pozostatym fragmencie? Czy da
sie go sensownie narysowaé (tak, zeby nie trzeba byto pamietaé, ze co$ z czyms jest sklejone)?

Wskazowka: Wskazéwki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

6 Proponowane zadania domowe

Zadanie 19 (za 2 punkty)

Korzystajac z Matego Twierdzenia Fermata udowodnij, ze:
a) 932-2.916=16 (mod 17)

b) 824=1 (mod 35)

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koricu skryptu.
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Zadanie 20 (za 3 punkty)

Niech p bedzie liczba pierwsza i nie dzieli a. Udowodnij, ze najmniejsza liczba &k > 0, dla ktorej
ak =1 (mod p) jest dzielnikiem liczby p - 1.

Zadanie 21 (za 1 punkt)

Na ponizszej mapie (odwzorowanie Merkatora) zaznacz najkrétsza trase pomiedzy Warszawa i
Tokio oraz pomiedzy Warszawg a Buenos Aires. Do jej znalezienia mozesz uzy¢ globusu i nitki,
albo skorzysta¢ z darmowego programu Google Earth (w ktérym mozna zobaczy¢ kule ziem-
ska oraz wyznaczaé proste). Znajdz katy pomiedzy znaleziona trasa a kierunkiem péinocnym
wyznaczanym przez kolejne zaznaczone na mapie potudniki. Co zaobserwowalas/es?

7 Wskazéwki do niektérych zadan

Zadanie 3

Wskazowka: Trzeba zastosowac fakt, zZe dla dowolnego nieparzystego n, a™+b" jest podzielne przez a+b.
Ponadto 3% +43 =7-13,3%+ 4% =7-181,37 + 47 = 49 - 379.

Zadanie 4

Wskazowka: W geometrii euklidesowej suma kqgtow w tréjkgceie to 180°.
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Zadanie

Wskazowka: Uzyjcie trojkgtow

Zadanie

Wskazowka

Zadanie

Wskazowka

Zadanie

Wskazowka

Zadanie

Wskazowka

Zadanie

Wskazowka

13

: Roztoz wykladniki na czynniki.
15

$221=10-22+1
18

: Ustaw tak to kolo, ktore wycinamy, aby przechodzito przez brzeg polsfery.

19

:35=5-7

20

: Niech p—1=nk+r. Zauwaz, ze z Malego Twierdzenia Fermata mamy

a?=a™* " =1 (mod p). Z tego wywnioskugj, ze r = 0.
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