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1 Elementy i podzbiory

Na dzisiejszych zajeciach bedziemy przede wszystkim zajmowaé si¢ zbiorami. Zbiér jest w
matematyce pojeciem pierwotnym, co oznacza, ze kazde inne matematyczne pojecie mozna (w
mniej, a z reguly bardziej) zawily sposob zdefiniowaé¢ uzywajac pojecia zbioru. Samo jednak
pojecie zbioru nie ma swojej Scistej definicji, cho¢ mozna opisaé jego wtasciwosci, zwane czasem
aksjomatami — ale o tym jeszcze za chwile.

W kazdym razie, wszyscy prawdopodobnie maja pojecie, co to zbior. Zbiory majg elementy.
To jest ich kluczowa cecha. Do tego stopnia, ze powiemy, ze jesli badamy zbioér A oraz zbiér B i
okaze sig, ze maja te same elementy (czyli kazdy element jest w zbiorze A wtedy i tylko wtedy,
gdy jest w zbiorze B), to powiemy, ze zbiory A i B sa rowne. Oczywiscie z tego w szczegblnosci
wynika, ze {0,0} oraz {0} to opisy jednego i tego samego zbioru. Podobnie {0, 1} oraz {1,0}.

Natomiast podzbiorem danego zbioru nazywamy zbiér do ktérego naleza tylko i wytacznie
niektére (ale byé moze wszystkie albo zaden) elementy tego zbioru. Czyli, jesli A = {1,2,3},
to zaréwno {1,2} jest podzbiorem {1,2,3}, ale réwniez na przyktad, @ jest tez podzbiorem
{1,2,3}.

Zadanie 1

Wskazcie wszystkie elementy i podzbiory zbioru {0, 1,2, 3}.

Bardzo czesto (a moze nawet, jak sie okaze, zawsze) w matematyce elementami zbioréw
sg inne zbiory. Oto taki, by¢ moze dziwnawy na pierwszy rzut oka zbiér. Rozszyfrujmy go,
wskazujac w nim wszystkie elementy i wszystkie podzbiory!

Zadanie 2

Wskazcie wszystkie elementy i podzbiory zbioru {@,{@},{2,{2}}},

2 Operacje na zbiorach

Zbiory mozna ze sobg sumowaé. Suma zbiorow A i B, czyli Au B to zbiér, do ktérego nalezg
wszystkie elementy, ktére sa w A lub w B. Natomiast przeciecie (inaczej, czesé wspdlna lub
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iloczyn) zbioréw w A i B to zbiér An B, do ktérego naleza wszystkie elementy bedace jedno-
czesnie w A iw B. Noiw koncu réznica zbioréw A i B, czyli A\ B, to zbidér tych elementow,
ktére sg w A, a nie sg w B, za$ réznica symetryczna A A B to zbiér tych elementéw, ktore sa
w jednym ze zbioréw A lub B, ale nie w obu.

Zadanie 3

Naszkicujcie na uktadzie wspotrzednych zbiory AuB, AnB, A\ B oraz A A B, jesli A to zbior
wszystkich punktéw na plaszezyZnie o wspétrzednych (z,y) spetniajacych warunek |z| + |y| <
1, zas B to zbiér wszystkich punktéw na ptaszezyznie o wspoétrzednych (x,y), spetniajacych
warunek (z-1)?+ (y-1)2< 1.

Wskazowka: Wskazéowke do tego zadania znajdziecie na koticu tego skryptu.

Zadanie 4

Wskazcie wszystkie elementy i podzbiory zbioru {@, {{@}},{@,{2}} N {@},{0} n{2,{2}}}.
Wskazéwka: Pamietajcie, ze np. {0,0} = {0}.

Mozna tez z tatwoscia zauwazy¢, ze czasem niezaleznie od tego jakie wezmiemy zbiory,
pewne operacje prowadza do tego samego. Na przyktad, niezaleznie od tego, czym sa zbiory
A, B oraz C, zawsze: (AuB)NC =(A~NC)u(B~\C).

Jak to udowodni¢? Mozna to zrobi¢ jedng z trzech metod. Mozna calg sytuacje narysowac.
Takie rysunki nazywaja sie diagramami Venna:

Rozwazamy lewsg strone: Patrzymy na prawg: A\ C: B\NC:
Au B: A . R .
A B
&
8

czyli lewa strona to: czyli prawa strona to:

N ! 5:
o
Alternatywnie, mozna sprawdzié, ze to prawda w przypadku tzw. rodziny niezaleznej. Jest

to taki zestaw zbioréw A, B,C', ktéory ma te wilasnos¢, ze w kazdym polu diagramu Ven-

na jest co najmniej jeden element. Na przyktad, mozemy wziaé¢ elementy 1,2,3,4,5,6,7,8,

w stworzy¢ z nich rodzine niezalezna. A = {1,2,3,4}, B = {2,4,5,6},C = {3,4,6,7}. Jest

to rodzina niezalezna, co tatwo, cho¢ zmudnie, mozna sprawdzi¢. Jesli sprawdzana réwnos$é

(AuB)~NC = (AN C)u (B~ Q) jest prawdziwa w przypadku rodziny niezaleznej, bedzie

prawdziwa zawsze.

Zatem obliczamy lewa strone: AuB ={1,2,3,4,5,6},(AuB)~C ={1,2,5} i prawa: A\C' =

{1,2}, BN C ={2,5},(A~C)u (B~ C)={1,2,5}, zgadza sie. O

W konicu trzecia metoda, to przeprowadzenie petnego dowodu, to znaczy sprawdzenie, ze
jesli jaki$ element nalezy do lewej strony, to nalezy tez do prawej, a jesli nalezy do lewej, to

=
w0
o

Zgadza sie. O



rowniez nalezy do prawe. A potem na odwrot, ze jedli nalezy do prawej, to rowniez nalezy do
lewej. Do dzieta. Niech z € (Au B)~ C, wtedy z € Au B oraz = ¢ C, a zatem x € A lub x € B,
ale v ¢ C, czyli (t e Anz ¢ C)v(z e Bara ¢ (), czyliz e ANC lub z € B~ C, zatem
re(ANC)u(BNC).

W druga strone, niech teraz x € (ANC)u (B~ C'), zatem x € ANC lub x € BNC', a zatem x € A
lub x € B, ale w obu wypadkach pod warunkiem, ze x ¢ C. Zatem x € Au B, ale x ¢ C', zatem
re(AuB)~C. O

Zadanie 5
Udowodnicie zatem, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, zachodzi An(BAC) = (AnB)A(AnC).

3 Hotel Hilberta

Wykonujac myslowy eksperyment z hotelem Hilberta, ustawialiémy w pary nieskonczenie wiele
jednoosobowych pokoi hotelu ponumerowanych liczbami naturalnymi (poczynajac od zera) w
pary z elementami zbioru gosci. ZastanawialiSmy si¢ nad zakwaterowaniem nowego goscia (na-
zwijmy go gosciem —1) w sytuacji, w ktérej wszystkie nieskonczenie wiele pokoi jest zajetych
(nazwijmy goscia, ktéry jest w pokoju numer n, gosciem n). Okazalo sig¢, ze nowego goscia mo-
zemy dokwaterowa¢ mimo zajeto$ci wszystkich pokoi, przesuwajac kazdego z dotychczasowych
gosci do pokoju o numerze o jeden wigckszym. Wtedy pokodj zerowy bedzie pusty i mozemy
tam zakwaterowaé goscia —1. Rzeczywiscie przyporzadkowalismy w pary elementy zbioru gosci
{-1,0,1,2,...} = {-1} UN z elementami zbioru pokoi {0,1,2,3,...} = N, przyporzadkowujac
gosciowi n pok6j o numerze n + 1. Inaczej méwiac, dowiedliSmy, ze zbiory {-1} UN oraz N sa
réwnoliczne, co zapisujemy |[Nu {-1}| = |N|.

Zadanie 6

W jaki sposéb do hotelu Hilberta zakwaterowaé wszystkie elementy zbioru N\ {2020}, ale w
taki sposob, zeby wszystkie pokoje byty zajete?

Zadanie 7

To przeprowadzmy jeszcze jeden eksperyment myslowy z tym hotelem. Zatézmy, ze do pustego
hotelu zglaszaja sie do niego nieskonczona grupa kobiet i nieskonczona grupa mezczyzn. Jesli
recepcjonista jest dobrze wychowany, prawdopodobnie wpuéci do hotelu najpierw kobiety. Ale
niestety jesli tak zrobi i nie pomysli — zajma one wszystkie nieskonczenie wiele pokoi i nieskon-
czona grupa mezczyzn zostanie na lodzie. Czy mozna postapi¢ inaczej? A jesli tak, to czy z tego
wynika (jesli tak, to w jaki sposob) ze zbiory liczb naturalnych i catkowitych sa réwnoliczne?

4 Roéwnolicznosé

Zbiory A i B sa réwnoliczne (co oznaczane jest jako |A| = |B|), jesli elementy zbioru A mozna
ustawi¢ w pary ze wszystkimi elementami zbioru B, tak ze kazdy z elementéw jest w doktadnie
jednej parze.



Zadanie 8

Udowodnijcie, ze przedzial otwarty (0,1) jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczy-
wistych.

Zadanie 9

Udowodnijcie zatem, ze przedzial domkniety [0, 1] jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb
rzeczywistych.

Wskazowka: Pomyslcie, jak w tym przedziale ,zanurzyé” hotel Hilberta, a nastepnie przesuricie gosci
o dwa pokoje.

5 Aksjomaty podstaw matematyki

Matematyke i jej pojecia (liczby, funkcje, przestrzenie. .. ) mozna zbudowaé¢ wychodzac od pier-
wotnego pojecia, jakim jest zbiér. Dlatego aksjomaty opisujace wlasnie zbiory (sformutowane
przez E. Zermela i A. Fraenkela) mozemy uznaé, za aksjomaty stojace u podstawy matematyki.
Chcielismy zatem przyblizy¢ Wam chociaz czes¢ z nich — skoro juz o aksjomatach rozmawiamy.

Jednak uwaga na poczatek: w tym rozdziale (a nawet bardziej ogélnie jak sie okaze) wszystko
jest zbiorem. W szczegélnosci elementy zbioru to tez pewne zbiory — i tak czasem warto o nich
mysle¢. Oznaczenie a € b oznacza, ze a jest elementem zbioru b.

0. Aksjomat zbioru pustego. Istnieje zbiér (zwany zbiorem pustym i oznaczany @), ktory nie
ma zadnego elementu (dla kazdego x, = ¢ @).

1. Aksjomat ekstencjonalnosci. Dwa zbiory sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja doktad-
nie te same elementy (A = B wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego x, x € A wtedy i tylko
wtedy, gdy x € B).

2. Aksjomat pary. Dla kazdych a,b istnieje zbior, do ktérego nalezy a i b, a nie nalezy nic
innego (zbidr ten oznaczamy {a,b}).

Zatrzymajmy si¢ na chwile, aby pokaza¢, ze dla kazdego a istnieje zbior, do ktorego nalezy
tylko a i nic wiecej (nazywany singletonem a i oznaczany {a}). Rzeczywiscie, trzeba zastosowaé
aksjomat pary dla a =b 1 juz!

Zauwazcie tez, ze dla kazdych a,b, {a,b} = {b,a} (na podstawie aksjomatu ekstencjonalno-
Sci). Ale mozemy zdefiniowaé specjalny zbiér zwany para uporzadkowana, ktéry ,pamieta”, co
jest pierwsze. Dla dowolnych a,b niech (a,b) = {a,{a,b}} (czyli para z dwoma elementami: a
oraz para {a,b}).

Zadanie 10

Udowodnij, ze dla dowolnych a, b, ¢, d zachodzi (a,b) = (c,d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ oraz
b=d.

Dodajmy jeszcze jeden aksjomat. A wtasciwie tzw. schemat aksjomatow. Dla kazdego zdania
©(x) (np. ¢(x) to moze by¢ zdanie ,x jest niepusty”, albo .z ma parzysta liczbe elementéw”,
etc.) dodajmy aksjomat:

3. Schemat aksjomatu wyrdzniania. Dla kazdego zbioru istnieje zbioér ztozony z tych jego
elementéw x, ktére spetniaja zdanie ¢(x).
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Ten aksjomat jest bardzo precyzyjnie dobrany. Istnieje bowiem pokusa, aby go troche uogdél-
ni¢ piszac, ze dla kazdego zdania p(x) istnieje zbiér ztozony z wszystkich x, ktére spelniaja
() (czyli nie ograniczaé sie tylko do elementéw pewnego zbioru). Okazuje sie jednak, ze takie
zdanie jest falszywe!

Zadanie 11

Udowodnijcie, ze teza, ze dla kazdego zdania () istnieje zbiér ztozony z wszystkich z, ktore
spetniaja o(x), jest falszywa.
Wskazowka: Rozpatrzcie zdanie ,x ¢ x”.

Rozwazmy zatem jeszcze jeden aksjomat.

4. Aksjomat nieskonczonosci. Istnieje zbiér X taki, ze @ € X oraz jesli x € X, to réwniez
zbidr, ktorego elementami sg doktadnie wszystkich elementy x oraz sam x jest elementem
X. Inaczej méwiac istnieje zbiér o nieskonczonej liczbie elementow.

ZastanOwmy sie przez chwile dlaczego ten zbiér X rzeczywiscie ma nieskoniczenie wiele
elementow. Na pewno ma jeden element @. Skoro @ € X, to réwniez zbidr, ktérego elementy to
elementy zbioru pustego (nie ma) oraz sam zbiér pusty (dostajemy wiec zbior, ktérego jedynym
elementem jest zbiér pusty, czyli {@}) jest w tym zbiorze. Skoro jednak {@} € X, elementy to
elementy {@} (czyli @) oraz sam {@} (dostajemy wiec zbior dwuelementowy: {@, {@}}) jest w
tym zbiorze. I tak dalej. Tak sie sktada, ze matematycy doktadnie tak, postugujac sie zbiorami
definiuja kolejne liczby naturalne:

o 0=0,
o 1={o},
o 2={o,{2}},

Zadanie 12

Wypiszcie zgodnie z ta zasada liczby 3 i 4!
Aksjomatow teorii zbioréw jest duzo wiecej — jesli chcesz poznaé wszystkie wyszukaj w
Internecie aksjomatow ZFC.

6 Zadania dodatkowe

Zadanie 13
Wypiszcie wszystkie elementy i podzbiory zbioru {@, N, {0},8}.

Zadanie 14

Prawdopodobnie zauwazylicie pewng prawidlowos¢ dotyczaca tego ile jest podzbioréw skon-
czonego zbioru n-elementowego. Sformutujcie ja i uzasadnijcie.



Zadanie 15
Udowodnicie, ze dla dowolnych zbioréw A i B, zachodzi AuB=AA B A (AnB)

Zadanie 16
Czy prawda jest, ze dla dowolnych zbioréw A, B zachodzi réwnosé (AN B)u B = A?

Zadanie 17

Czy prawda jest, ze dla dowolnych zbioréw A, B nastepujace stwierdzenie jest prawdziwe: jesli
|A| = |B|, to |A N\ B|=|B~ A|? OdpowiedZ uzasadnijcie!

Zadanie 18

Czy prawda jest, ze dla dowolnych zbioréw A, B nastepujace stwierdzenie jest prawdziwe: jesli
|AN B| =|B~ A, to |A| = |B|? OdpowiedZ uzasadnijcie!

7 Proponowane zadania domowe

Zadanie 19 (1 punkt)
Wypisz wszystkie elementy i podzbiory zbioru {N, {N}}.

Zadanie 20 (2 punkty)

Zaproponuj podzial zbioru liczb naturalnych na nieskoniczenie wiele nieskoniczonych (parami
roztacznych) podzbioréw.

Zadanie 21 (3 punkty)

Udowodnij, ze réwnoliczne sa zbiory A = (0,1), B = (0,1) uN (gdzie (0,1) oznacza przedziat
liczb catkowitych pomiedzy 0 i 1 bez koncéw).

8 Wskazowki do zadan

Zadanie 3

Zauwaz, ze zbior A to kwadrat o wierzchotkach (1,0),(0,1),(-1,0), (0,-1), zas zbiér B to koto
o $érodku w punkcie (1,1) i promieniu 1. Dlaczego tak jest?
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