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. (1p) Oblicz z = (3'2-38)%: 920, y = [(=10)190 1 (~10)1001]* : 10, 2 = 10'2: [(-8)3 - 25].

(1p) Oblicz u = 82000 [(=1)1001 1 (~1)5001] 14 4y = (217 +5.219)%: [(=7) - (~4)3]".
(1p) Wykaz, ze suma pieciu kolejnych liczb naturalnych nie moze by¢ liczba pierwsza.
(1p) Ktéra liczba jest wicksza: 279! czy 53397

Wskazowka: Rozloz wykladniki na czynniki.

(2p) Niech |z] (,,podloga z 2”) oznacza najwieksza liczbe catkowita mniejsza lub réwna z oraz
[] (,sufit z 2”) oznacza najmniejsza liczbe catkowita wigksza lub réwna x. Oblicz 2], |7, 3],
[-7,3], [2], [7,3] , [-7,3] . Sprawdz, ze:

e |z] =n wtedy i tylko wtedy, gdy n <z <n+1, wtedy i tylko wtedy, gdy x -1 <n <=z,

e [z]=n wtedy i tylko wtedy, gdy n—1 <z <n, wtedy i tylko wtedy, gdy x <n <z + 1.

(3p) Czy dla = >0, l\/[xJJ = |/z|? Podaj kontrprzyktad lub udowodnij.
Wskazowka: Skorzystaj z poprzedniego zadania.

(1p) Sprawdz, czy: 1 =0 (mod 2), =2 = 15 (mod 13), 1 = 7%+ 8 (mod 7), 2 = 2789393 (mod 5),
4385 = -39 (mod 56), —22915 = 0 (mod 32), 33" + 723 =0 (mod 3).

(1p) Sprawdz, czy 32015 + 32016 1 32017 jest podazielne przez 13, a 72015 — 72014 4 72016 1h1y0y 5,

(2p) Udowodnij, ze prawdziwe sa fakty o kongruencjach podane na wykladzie bez dowodu.

Niech a=b (mod m) oraz c=d (mod m)
e a-c=b-d (modm)
e a-c=b-c (modm)
e a+c=b+c (modm)
2=p? 3=1% (mod m).

(1p) Udowodnij, ze jesli a=b (mod m), to a (mod m)ia

(2p) Udowodnij, ze prawdziwy jest fakt o kongruencjach podany na wyktadzie bez dowodu.
Niech a =b (mod m) oraz n € N. Wtedy a” =0" (mod m).

Wskazowka: W kolejnych zadaniach moZesz korzystacé z faktow z poprzednich zadan, nawet jesli ich nie
udwodnites/as.

(2p) Czy liczba nieparzysta i polowa nastepujacej po niej liczby parzystej moga mie¢ wspdlny
dzielnik wiekszy niz 17

(1p) Tle wynosi reszta z dzielenia przez 13 liczb 22015 § 320157

(1p) Tle wynosi reszta z dzielenia przez 11 liczb 102915 i 520157
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(1p) Tle wynosi reszta z dzielenia przez 16 liczb 62015 i 1029157

32015_1

(3p) Pokaz, ze liczba *—;
Wskazowka: Jakq reszte daje

jest nieparzysta i ztozona.

32015 4 dzieleniu przez 42 A przez 117

(2p) Udowodnij, ze liczba 52016 4 42017 4 32015 jest podzielna przez 11.

(2p) Zaproponuj 4 inne zestawy wykladnikéw poteg w zakresie od 2015 do 2019 w zadaniu 17,
tak aby liczba nadal byta podzielna przez 11.

(2p) Sprébujmy uogdlnié zadanie 17. Czy dla kazdego k € N liczba 5781 4 45F+2 4 35%
przez 117

jest podzielna

(3p) Na wykladzie uzasadnili$émy regule podzielnosci dla 3 (suma cyfr) i wyprowadzili$émy du-
zo bardziej skomplikowana regule dla 7 (suma cyfr pomnozonych przez cyklicznie wystepujace
wspOlezynniki). ZnajdZ analogiczne regulty dla podzielnosci przez:

o 11
e 13

(1p) Sprawdz korzystajac z Malego Twierdzenia Fermata, ze:

e 1022=1 (mod 23)
e 365=1 (mod7)

(3p) Korzystajac z Malego Twierdzenia Fermata udowodnij, ze:

e 220=1 (mod 11)

e 9221 =9  (mod 23)
Wskazowka: 221 =10-22 +1

e 9%2-2.916=16 (mod 17)

e 824=1 (mod 35)
Wskazowka: 35=5-7

(4p) Niech p bedzie liczba pierwsza i nie dzieli a. Udowodnij, ze najmniejsza liczba k, dla ktérej
a*=1 (mod p) jest dzielnikiem liczby p — 1.
Wskazowka: Niech p—1=nk+r. Zauwaz, Ze z Matego Twierdzenia Fermata mamy

a¥ =a"*" =1 (mod p). Z tego wywnioskuj, ze = 0.

(4p) Udowodnij, ze liczba 3195 + 4105 jest podzielna przez 13,49, 181 i 379, ale nie jest podzielna
przez 51 11.

Wskazowka: Trzeba zastosowac fakt, Ze dla dowolnego nieparzystego n, a™ +b™ jest podzielne przez a +b.
Ponadto 3% +43 =7-13,3%° +4° = 7-181,37 + 47 = 49 - 379.

(4p) Udowodnij nastepujaca ulatwiona wersje stynnego Wielkiego Twierdzenia Fermata. Nie
istnieja liczby naturalne x, vy, z,n wieksze od 0, takie ze n > z oraz " + y" = 2.

=2 4 .. +y" ). Nastepnie zauwaz, ze x < z oraz (bez

Wskazowka: Zauwaz, ze 2" —y™ = (z —y) (2" ! +yz
straty ogolnosci) zaldz, Ze x <y (trzeba tez rozwazyé prosty przypadek x = y), co pozwoli Ci oszacowad

wyrazenia w duZym nawiasie.

Uzyte materialy do konstrukeji powyzszych zadan:

,Co to jest matematyka?” R. Courant, H. Robbins

e . Zadan 100” H. Steinhaus

e  Matematyka konkretna” R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik



