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Szybkie przypomnienie z wykladu

Prezentacja multimedialna do wyktadu.

Wyktad 2. Wyspy i mosty
Cykle i Sciezki Eulera

Sciezka Eulera to droga (to jest ciag sasiadujacych krawedzi) w grafie, ktéra przechodzi przez
kazdg krawedz doktadnie raz. Cykl to Sciezka, ktéra konczy sie w tym samym wierzchotku, co
sie zaczyna (czyli droga zaczynajaca i koficzaca sie w tym samym wierzchotku, ale przechodzaca
przez kazda krawedz grafu dokladnie raz).

Stopien wierzchotka to liczba krawedzi, ktore z niego wychodza. Co wigcej, umdéwmy sie,
ze w szczegdlnym przypadku, jesli jaki$ wierzchotek ma petle (krawedz z wierzchotka do niego
samego), to krawedz ta wlicza sie do jego stopnia jako dwa (czyli liczymy ,konce” krawedzi).

Udowodniliémy twierdzenie Eulera, ktére moéowi, ze w grafie jest cykl Eulera wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jego wierzchotki maja parzysty stopien. W grafie jest Sciezka Fulera wtedy
i tylko wtedy, gdy doktadnie zero lub dwa wierzchotki maja nieparzysty stopien.

Cykle i Sciezki Hamiltona

Sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdy rozwazymy Sciezki i cykle Hamiltona, czyli odpo-
wiednio Sciezki i cykle, ktére przechodza przez kazdy wierzchotek doktadnie raz.

Nie znamy algorytmu, ktéry potrafitby poradzi¢ sobie ze stwierdzeniem, czy w grafie jest
cykl Hamiltona, w czasie wielomianowym. Co wiecej jest to problem NP-zupetny, czyli jesli da
sie znalez¢ taki algorytm, to wszystkie problemy weryfikowalne w czasie wielomianowym, da
sie rozwigzaé¢ w czasie wielomianowym.

Grafy planarne

Graf jest planarny, jesli mozna go narysowac na plaszczyznie tak, zeby krawedzie si¢ nie prze-
cinaty.
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Graf jest prosty, jesli nie ma multikrawedzi (kazde dwa wierzchotki taczy co najwyzej jedna
krawedz) oraz nie ma petli (krawedzi ktére tacza wierzchotek z nim samym).

Klika nazywamy graf prosty, w ktoérym kazde dwa wierzchotki sg potaczone krawedzig. Klike
o n wierzchotkach oznaczamy K,.

Graf jest dwudzielny, jesli zbiér wszystkich wierzchotkéw mozna podzieli¢ na dwa zbiory
A i B, takie ze zadne dwa wierzchotki nalezace do A nie sg potaczone krawedzig, oraz zadne
dwa wierzchotki nalezace do B nie sg potaczone krawedzia. Graf dwudzielny jest pelny, jesli
poza tym kazdy wierzchotek z A jest polaczony z kazdym wierzchotkiem z B doktadnie jedna
krawedzia. Pelny graf dwudzielny oznaczamy K, ,,, gdzie n to liczba elementow w zbiorze A,
natomiast m to liczba elementéw w zbiorze B.

K5 oraz Kj3 to standardowe przyklady graféw nieplanarnych. Co wiecej, twierdzenie Ku-
ratowskiego stanowi, ze graf jest nieplanarny wtedy i tylko wtedy, gdy mozna w nim ,znalez¢”
K5 lub K373.

Wzér Eulera

Udowodnilismy, ze dla kazdego spdjnego (czyli takiego, ze pomiedzy kazdymi dwoma wierz-
chotkami istnieje droga) grafu planarnego zachodzi

w-k+s=2,

gdzie w to liczba jego wierzchotkéw, k to liczba jego krawedzi, a s to liczba jego $cian. Sciany
to elementy, na ktore rozpadtaby sie ptaszczyzna, gdybysSmy przecieli ja wzdtuz krawedzi grafu.
Czyli w szczegdlnosci liczymy tez obszar ,na zewnatrz” grafu jako Sciane.

Wyktad 3. Mapy i kredki

Kolorowanie map

Zagadnienie kolorowania map to pytanie ile kolorow potrzeba, by pokolorowa¢ mape tak, zeby
kraje sasiadujace (odcinkiem granicy, a nie tylko punktem) byly réznych koloréow. To zadanie
odpowiada zadaniu polegajacym na znalezieniu liczby koloréw potrzebnych do pokolorowania
grafu planarnego tak, zeby kazde dwa wierzchotki potaczone krawedzig byty réznych kolordw.

Latwo udowodni¢, ze wystarczy 6 kolorow. Nieco trudniej udowodni¢, ze wystarczy 5 ko-
loréw. Tak naprawde wystarcza 4 kolory, ale fakt ten przez dtugo byl pytaniem otwartym.
Dowdd skonstruowano dopiero w drugiej potowie XX wieku, i wymagat rozwazenie ponad 2000
przypadkdéw, co byto mozliwe tylko przy uzyciu komputera.

Twierdzenie Ramseya

(Skoriczone) twierdzenie Ramseya stanowi, ze majac dane k koloréw oraz liczbe m, istnieje takie
n, ze jesli pokoloruje krawedzie K, w dowolny sposob k kolorami, to znajde m wierzchotkow,
ze wszystkie krawedzie pomiedzy nimi sg pokolorowane na ten sam kolor (czyli takie, ze K,,
im odpowiadajaca jest cata w jednym kolorze).

1 Zadania latwe

1. Udowodnij, nastepujacy fakt zwany twierdzeniem o usciskach rak. W kazdym grafie liczba
wierzchotkéw nieparzystego stopnia musi by¢ parzysta.
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Wskazowka: Kazda krawedZ ma dwa konce. Zatem suma stopni wszystkich wierzcholkow musi
by¢ parzysta.

Drzewem nazywamy spojny graf, w ktorym nie ma cykli. Narysuj wszystkie mozliwe
drzewa:

a) o trzech wierzchotkach,

b) o czterech wierzchotkach,

¢) o pieciu wierzchotkach,
Wskazowka: Roznych drzew o pieciu wierzchotkach jest trzy.

d) o szeciu wierzchotkach.

. Ile jest krawedzi w klice o 5 wierzchotkach? Ile w klice o 6 wierzchotkach?

Podaj przyktad grafu z wierzchotkami x,y i z, majacego wszystkie 3 nastepujace wtasno-
Sci:

e istnieje cykl przechodzacy przez wierzchotki z i vy,

e istnieje cykl przechodzacy przez wierzchotki y i z,

e nie ma cykli przechodzacych przez x i z.

. Narysuj mape, ktoérej nie da si¢ pokolorowaé trzema kolorami tak, zeby kraje sasiadujace

(odcinkiem granicy, a nie tylko punktem) byty réznych koloréw.
Zréb rysunki wszystkich czternastu graféw o trzech wierzchotkach i trzech krawedziach.

Zréb rysunki wszystkich prostych graféw (bez krawedzi wielokrotnych i petli) o czterech
wierzchotkach i czterech krawedziach.

Graf nazywamy regularnym, jesli stopnie wszystkich jego wierzchotkéw sa sobie réwne.
Ktoére grafy z narysowanych w poprzednich dwoch zadaniach sg regularne?

Zréob rysunki wszystkich pieciu grafow regularnych o czterech wierzchotkach, z ktérych
kazdy na stopien 2.

Zr6b rysunki wszystkich prostych grafow regularnych o czterech wierzchotkach, z ktorych
kazdy na stopien 3.

Rozstrzygnij, czy ponizszy graf jest planarny?
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Rozstrzygnij, czy powyzszy graf ma Sciezke Eulera.
Rozstrzygnij, czy grafy Kss, K5, K44, K¢ maja sciezke Eulera.
Czy jest mozliwe, aby owad poruszajgcy sie po krawedziach szescianu przeszedt

(a) kazda krawedZ doktadnie raz?
(b) kazdy wierzchotek dokladnie raz?

Znajdz przyktady grafu, ktory:

a) ma zaréwno cykl Eulera, jak i cykl Hamiltona,
b) ma cykl Eulera, ale nie ma cyklu Hamiltona,
)

¢) ma cykl Hamiltona, ale nie ma cyklu Eulera,

d) nie ma ani cyklu Eulera, ani cyklu Hamiltona.

Udowodnij, ze graf mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami (kolorujemy wierzchotki, tak ze
zadne dwa wierzchotki potagczone krawedzia nie sa tego samego koloru) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest dwudzielny.

Podaj przyktad grafu (z racji rzeczy nieplanarnego), o stopniach wierzchotkéw mniejszej
lub réwnej 7, ktory nie da sie pokolorowaé¢ mniej niz 8 kolorami.

Zadania troche mniej tatwe niz tatwe

Zalézmy, ze sala muzeum ma ksztalt wielokata (w tym zadaniu bedziemy rozwazaé wie-
lokaty, ktore nie sa wypukte). Dyrektor muzeum musi ustawi¢ w sali tylu (nieruchomych)
straznikow, zaby kazdy jej punkt byl w zasiggu wzroku chociaz jednego z nich. Znajdz
przyktad takiego wielokata o 12 Scianach, ze do jego pilnowania potrzeba az 4 straznikow.
Ogodlniej, zaproponuj, jak znalez¢ wielokat o 3k $cianach, ze do jego pilnowania potrzeba
az k straznikow.

Wskazowka: Zastanow sie nad wielokgtami ksztattem przypominajgcymi grzebien.

. Ile jest krawedzi w klice o n wierzchotkach? (patrz tez zadanie [3| z zadan tatwych).

. Rozwazmy graf Kg. Ile jest w nim podgraféw takich samych, jak K5?

Ile $cian moze mie¢ wieloscian wypukty o n wierzchotkach i m krawedziach?
Wskazowka: Przeréb go na graf i zastosuj wzor Eulera.

. Pokaz, ze jesli graf planarny nie zawiera trojkatow oraz ma co najmniej 3 wierzchotki, to

k < 2w -4, gdzie k to liczba krawedzi w grafie, a w to liczba wierzchotkéw w grafie.

Pokaz, ze w kazdym prostym grafie planarnym k < 3w - 6, gdzie k to liczba krawedzi w
grafie, a w to liczba wierzchotkéw w grafie.
Wskazowka: Zauwwaz, zliczajec krawedzie wokol Scian, Ze 2k > 3s, gdzie s to liczba Scian.

Udowodnij, ze jesli prosty graf jest planarny, to istnieje w nim wierzchotek stopnia co
najwyzej o.

Wskazowka: Zaloz przeciwnie, Ze wszystkie wierzcholki majg stopien co najmniej 6 1 wykaz, Ze
to daje sprzecznosé z wynikiem poprzedniego zadania.
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3 Zadania trudniejsze

1. Udowodnij, ze kazdy graf, w ktorym kazdy wierzchotek ma stopien co najmniej 2, zawiera
cykl.

Wskazowka: Dowod podobny do pierwszej czesci dowodu twierdzenia Fulera.

2. Udowodnij, ze kazdy graf o n wierzchotkach i co najmniej n krawedziach zawiera cykl.
Wskazowka: Skorzystaj z poprzedniego zadania.

3. Niech bedzie dany wielokat. Dorysowujemy do niego niektore przekatne, tak zeby podzie-
li¢ go na trojkaty. Powstal w ten sposob graf, ktorego wierzchotki to wierzchotki wielokata,
a krawedzie to jego boki oraz dorysowane przekatne. Udowodnij, ze wierzchotki takiego
grafu mozna zawsze pokolorowaé¢ trzema kolorami, tak ze zadne dwa sasiadujace wierz-
chotki nie sa pokolorowane tym samym kolorem.
Wskazowka: Jesli ten wielokqt to trojkqt, to zadanie jest oczywiste. Jesli nie, to zauwaz po-
dziel problem na dwa mniejsze, wybierajgc przekatng (zawsze dzieli wielokgt na dwa mniejsze) i
nastepnie odpowiednio uzgadniajgc kolorowanie.

4. Zalézmy, ze sala muzeum ma ksztalt wielokata (w tym zadaniu bedziemy rozwazaé¢ wie-
lokaty, ktore nie sa wypukte). Dyrektor muzeum musi ustawi¢ w sali tylu (nieruchomych)
straznikow, zaby kazdy jej punkt byl w zasiegu wzroku chociaz jednego z nich (patrz tez
zadanie [1| z zadan troche mniej tatwych niz tatwe). Udowodnij, ze jesli sala ma m bokéw
zawsze wystarczy do jej pilnowania |m/3| (zaokraglenie w dét) straznikow.

Wskazowka: Skorzystaj z poprzedniego zadania.

5. Zaprojektuj algorytm, ktory majac dany graf, w ktorym istnieje $ciezka Eulera, znajduje
ja.
Wskazowka: Nalezy zaczqé od wierzcholka o nieparzystym stopniu, o ile taki istnieje. Za kazdym
razem wybierajgc wychodzgcq krawedz z wierzchotka trzeba zadbac o to, Zeby krawedzie, ktorymi
przeszlismy do tej pory nie rozspojniajq grafu (Zeby bylo czym wricic).

6. Udowodnij, ze graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy gdy kazdy cykl w nim jest pa-
rzystej dtugosci.

7. Udowodnij, ze jesli n jest najwigkszym stopniem wierzchotka w pewnym grafie, to mozna
go pokolorowaé (kolorujemy wierzcholki tak, ze dwa wierzchotki potaczone krawedzia nie
sa tego samego koloru) n + 1 kolorami.

Wskazowka: Postepuj podobnie, jak w dowodzie twierdzenia o 6 barwach.

Zadania inspirowane: [2], [6], [§], [3], notatki i pomysty Michata Korcha.
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