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1 Powtérzenie z wykladu

1.1 Relacje ro6wnowaznosci

Na wyktadzie poznaliSmy pojecie relacji w zbiorze S. Intuicyjnie, nazywamy tak pewien ustalony
dobér elementéw zbioru w pary. Szczegdlnym typem relacji, nad ktérym sie pochyliliSmy sa relacje
réwnowaznosci. Celem takiej relacji jest utozsamianie ze sobg niektérych elementéw zbioru, wedle
okredlonej regutly. Przykladowo, jezeli za S przyjmiemy zbior wszystkich wielokatow, mozemy utoz-
samiaé ze soba wielokaty o tej samej liczbie katow. Formalnie, relacja ~ na zbiorze S jest relacja
réwnowaznosci, jedli jest:

@ zwrotna, to znaczy dla dowolnego elementu a € S mamy:

a~a,

@ symetryczna, to znaczy dla dowolnych elementéow a,b € S:

a~bsb~a,

@ przechodnia, to znaczy dla dowolnych elementéw a,b,c € S:

a~bANb~c=a~ec.

ZdefiniowaliSmy réwniez klase abstrakcji elementu a € S, jako zbiér elementéw bedacych w relacji ~
z elementem a (oznaczyli$my ja symbolem [a] ), a takze zbidr ilorazowy, ktéry jest zbiorem klas abs-

trakcji wszystkich elementéw zbioru S w relacji ~ (oznaczyliSmy go symbolem S/N). W zdefiniowanej
wczesdniej relacji, dotyczacej wielokatéw, poszczegdlny klasy abstrakeji beda zbiorami zawierajacy-
mi kolejne n-katy (tzn. [A]_ = zbiér wszystkich tréjkatéw, [O] = zbiér wszystkich czworokatéw
itd.).

~ ~

1.2 Grupy

Na wykltadzie poznalidmy definicje grupy. Jest to zbiér G, ,wyposazony” dodatkowo w dzialanie @,
czyli funkcje @ : G x G — G. Dziatanie to musi dodatkowo spelniaé trzy aksjomaty:



@ Jest taczne, to znaczy dla dowolnych a, b, c € G zachodzi réwnosé:

(a®b)®c=ad (bDc),

@ Istnieje element neutralny w grupie G, to znaczy istnieje e € G takie, ze dla dowolnego a € G
zachodzi:
abe=edDa=na,

@ Dla dowolnego a € G istnieje element odwrotny —a € G, to znaczy taki, ze:

a®(—a)=(—a)@a=ce.

Szczegblnie wazna dla nas jest grupa (Z,,+), czyli taka, ktérej elementami sa liczby catkowite
{0,1,2,...,p}, a wynikiem dziatania + jest wynik ,klasycznego” dodawania, jednak modulo ustalona
liczba naturalna dodatnia p, np.:

w grupie Zs: 3+4=2,

w grupie Zr: 1-5=3.

2 Zadania na ¢wiczenia

1. Wypiszcie na tablicy imiona i nazwiska wszystkich os6b obecnych na éwiczeniach, ich miesiac
urodzenia i kolor oczu, a takze szkote. Niech G;, gdzie i jest numerem Waszej grupy, bedzie zbiorem
0s6b z grupy obecnych dzis. Ustanawiamy nastepujace relacje ~z, ~aq, ~x, ~s na zbiorze G;:

a) osoba; ~7z osobas jezeli osoby te maja to samo imie (mozemy dopusci¢ imiona o réznej pisowni,
np. Igor i Thor - zdecydujcie!),

b) osoba; ~aq osobas jezeli osoby te sa urodzone w tym samym miesigcu,

c) osoba; ~ osobag jezeli osoby te maja ten sam kolor oczu.

d) osoba; ~g osobas jezeli osoby te chodza do tej samej szkoly.

Czy sa to relacje réwnowaznosci? Uzasadnij. Jedli tak, wypisz klasy abstrakeji kazdej z nich.
Zaproponuj inna relacje rownowaznosci na tym samym zbiorze.

2. Sprawdz, czy dla danego zbioru X relacja ~ jest na nim relacja réwnowaznosci, jesli:

a) X = zbiér wszystkich ludzi swiata © a~b< aib maja ten sam ulubiony zespét muzyczny,

b) X = zbiér wszystkich ludzi swiata © a~b<&< ajest wtym samym wieku co b,

¢) X = zbiér wszystkich ludzi $wiata © a ~ b < a wazy, z dokladnoscig do 1 kg, tyle samo co b,

d) X = zbidér wszystkich ludzi swiata © a~b<& aib sarodzenstwem,

e) X = zbidr wszystkich ludzi §wiata © a~b< aibmaja tego samego ojca,

f) X = zbiér wszystkich ludzi $wiata © a~b< aibmajyg wspélnego dziadka,

g) X = zbiér wszystkich miejscowosci w Polsce a~b<s aibsawjednym wojewddztwie,

h) X = zbiér wszystkich miejscowosci w Polsce a~b<s aibsygw sasiednich wojewddztwach,

i) X = zbiér wszystkich piosenek swiata® a~b< aib sy $piewane w tym samym jezyku,

j) X = zbiér wszystkich melodii a ~b<& aibzawieraja przynajmniej jeden takt tych samych dzwiekéw,

k) X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} a~b<alb,



) X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}  a~bsa<b,
m) X =N a~bsa#b,

n) X =N a ~ b <& a jest tej samej parzystosci, co b,

0) X =N a~b<& aibdajate sama reszte z dzielenia przez 13,

p) X =N a~b<s 2| ab,

q) X =Z\ {0} a~bsab>0,

r) X =N a~b< aibmajg taki sam zbior dzielnikéw pierwszych.

3. Dla tych relacji z zadania [2] ktére sa relacjami réwnowaznosci, wyznacz ich klasy abstrakeji.

4. Niech A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Zdefiniujmy na zbiorze A relacje ~, jako:
z~yeb|(2®—y?).

Sprawdz, czy jest to relacja réwnowaznosci. Jesli tak, wyznacz klasy abstrakcji poszczegélnych ele-

mentéw zbioru A w relacji ~ oraz zbidr ilorazowy A/N.

5. (%) Niech S bedzie zbiorem, na ktérym zdefiniowano relacje réwnowaznosci ~. Udowodnij, ze jesli
a,b € S sa dwoma réznymi elementami (to znaczy a # b), to:

Kiedy zachodzi kazdy z przypadkow?

6. Rozpatrzmy relacje ~ na zbiorze N zdefiniowana jako:
a~bs2|a+b.

Wyznacz wszystkie klasy abstrakcji w tej relacji oraz zbidr ilorazowy N/N. Ile maja one elementéw?

7. Znajdz relacje rownowaznodci na zbiorze N, ktéra ma dokladnie 5 klas abstrakcji — dwie jedno-
elementowe, dwie dwuelementowe i jedna, ktéra ma nieskonczenie wiele elementéw.

8. Znajdz relacje réwnowaznosci na zbiorze N, ktéra ma dokladnie dwie klasy abstrakcji — obie
nieskonczone.

9. Niech ~j i ~3 beda relacjami réwnowaznosci na zbiorze S. Zdefiniujmy nastepujaca relacje:
a~bs a~ bVan~syb.

Czy ~ jest relacja réwnowaznosci na S7
10. Znajdz wszystkie relacje réwnowaznosci na zbiorze {1,2,3}.

11. SprawdzZ czy (G, ®) jest grupa, gdzie dzialanie zdefiniujemy :
a®b=(a+1)—(b—-3)+7,

a za G przyjmiemy zbior:



a) Z b) N

12. Uzupelnij ,tabliczke dodawania” w grupie Zg:
+10 1 2 3 4 5

T W N~ O

13. Na wykladzie rozpatrywali$my grupe (Z,, +), w ktérej dzialaniem bylo dodawanie liczb modulo
p. Analogicznie do dodawania mozemy wykonywaé¢ rowniez inne operacje algebraiczne modulo p, np.
mnozenie. Wéwczas, elementem odwrotnym dla réznego od zera q € Z, bedzie taka liczba ¢=! € Z,,
ze ¢-¢~' =1 mod p. Przykladowo, modulo 5 37! =2, gdyz 3-2 =1 mod 5. Oblicz:

a) 2-3 mod 5,

b) 3-4-271 mod 7,

¢)2-6 mod 12.

14. Rozwiaz rownanie:
a)br+1=4wZ;

b) 7Tz +2 =3 — 2z wZy
c)z+2=—-11z — 10 w Z12.

15. (%) Wszystkie dotychczas omawiane grupy mialy to do siebie, ze dziatanie w nich bylo przemien-
ne (to znaczy dla dowolnych elementéw a,b € (G, ®) zachodzilta réwnoéé a b = b@® a). Takie grupy
nazywamy grupami abelowymi lub grupami przemiennymi. Tak byé nie musi! Przykladem grupy,
ktora nie jest przemienna jest grupa Ds bedaca grupa izometrii pieciokgta foremnego, to znaczy
zawiera ona obroty tegoz pieciokata o katy 0°, 72°, 144°, 216° i 288°, a takze symetrie wzdluz osi
symetrii, przechodzacych przez kazdy wierzcholek pieciokata. Dziataniem w tej grupie jest sktadanie
przeksztalcen. Udowodnij, ze grupa ta rzeczywiscie nie jest abelowa.

16. Grupa z poprzedniego zadania opierala sie na pewnych ,zamianach kolejnosci” ciagu wierz-
chotkéw pieciokata. Takie zamiany nazywamy permutacjami. Rozpatrywane przez nas permutacje
byly jednak bardzo szczegdlne — zalezalo nam, aby nie zamieniajac miejscami wierzcholtki zachowaé
strukture pieciokata. Mozemy jednak rozpatrzyé grupe, oznaczana jako Ss, ktora zawiera dowolne
permutacje zbioru piecioelementowego. Ogdlniej — dla zbioru n-elementowego, mozemy rozpatrzyé
grupe S,, zawierajaca wszystkie jego permutacje. Udowodnij, ze rzeczywiscie jest to grupa.

17. Analogicznie do zadania 5. mozemy zdefiniowaé¢ grupe izometrii kwadratu, oznaczymy ja jako
D,. Podobnie jak Ds nie jest to grupa abelowa. Istnieja w niej jednak izometrie, ktére sa przemienne
ze wszystkimi izometriami w grupie. Zbior elementéw, ktore sg przemienne ze wszystkimi w grupie
G nazywamy centrum grupy i oznaczmy Z (G). Wyznacz centrum grupy Dy.



18. Znajdz wszystkie podgrupy grupy Zis.

3 Praca domowa

3.1 Zadania za 1 punkt
19. Niech S bedzie zbiorem wszystkich prostych na plaszczyznie. Sprawdz czy relacja:

Imkel|k

jest relacja réwnowaznosci.

20. Niech S bedzie zbiorem poprawnych stéw w jezyku polskim. Sprawdz czy relacja:
§1 ~ S2 & §1 1 S2 maja po tyle samo liter

jest relacja réwnowaznosci.

21. Niech S =N x N (zbiér par (a,b) gdzie a,b € N). SprawdZ czy relacja:
(a,b) ~ (c,d) & a+d=b+c

jest relacja réwnowaznosci.
22. Sprawdz, czy zbior Z z dzialaniem okreslonym jako a ® b = a + b+ 5 jest grupa.
23. Sprawdz, czy zbioér R z dzialaniem okreslonym jako a &b = ab — a — b+ 2 jest grupa.
3.2 Zadania za 2 punkty
24. Zdefiniujmy relacje rownowazno$ci ~ na zbiorze liczb rzeczywistych w nastepujacy sposéb:
a~bea® =0
Opisz wszystkie jej klasy abstrakcji.
25. Niech S = R? (tzn. S jest zbiorem punktéw na plaszczyznie). Zdefiniujmy relacje réwnowaznosci
pomiedzy punktami w S w nastepujacy sposob:
p~q<piqsaw tej samej odleglodci od punktu (0,0).
Czym sg klasy abstrakcji w tej relacji? Naszkicuj je.
26. Niech S bedzie zbiorem wszystkich funkeji liniowych (to znaczy funkeji postaci f () = ax + b,

gdzie a,b € R). Wyznacz klasy abstrakcji relacji:

f~ge f(0)=g(0).



27. Pokaz, ze relacja na zbiorze Z zadana jako
a~bsa=b modp

jest relacja rownowaznosci. Opisz klasy abstrakeji relacji ~ oraz zbior ilorazowy Z/N

3.3 Zadania za 3 punkty

28. Niech ~1 i ~2 beda relacjami réwnowaznosci na zbiorze S. Zdefiniujmy nastepujaca relacje:
a~bs a~ bAa~gb.

Czy ~ jest relacja réwnowaznosci na S7

29. Niech S bedzie zbiorem skonczonym, a ~ relacja rownowaznosci na tym zbiorze. Pokaz, ze jesli

wszystkie klasy abstrakcji relacji ~ maja tyle samo elementéw, to moc zbioru ilorazowego S/N dzieli
moc zbioru S.

30. Udowodnij, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to jedyne podgrupy grupy (Z,,+) to podgrupa try-
wialna oraz cala grupa (Z,, +).

31. Rozwiaz réwnanie:
25 =523+ 4 =0

w Zs3 oraz Zs.
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