ZADANIE NA ROZGRZEWKE

,"Wtocznia o dtugosci 30 stoi pionowo oparta o Sciane.
Jesli gorny koniec wtdczni zesliznie sie w dot po Scianie o 6,
to jak daleko oddali sie dolny jej koniec od Sciany?”

Zagadka pochodzi z tablicy babilonskiej z okoto 1800 roku p.n.e.

Wyktad wkroétce sie rozpocznie.




ZMIERZYC
SZYBKOSC?

CZESC 2. WLASNOSCI
POCHODNYCH



PRZYPOMNIENIE OSTATNIEGO WYKLADU

f(x)

= Pochodna opisuje szybkoS¢ wzrostu funkcji. Pochodna funkcji f(x) jest
zdefiniowana jako:

df _ o fGt ) — f(@)
Em— 1m

dx  Ax—0 Ax

=  Mozemy jg wyznaczy¢ graficznie znajdujgc nachylenie stycznej do wykresu.

= Juz wiemy jak obliczy¢ pochodne numerycznie za pomocg kalkulatora.

= Juz wiemy jak obliczy¢ pochodne prostych funkgcji analitycznie, np. f(x) = x?2



JAK OBLICZYC POCHODNA?

(a+b)3=(@+b) - (a+b) - (a+b)=
= Przyktad 3. Funkcja f(x) = x3 — 1 a3+3 a?h+3 ab3+ 1 b*
af _ . fa+A0) - f&)

dx Ax—>0( A?;C 3 (a+b)-(a+b)-(a+b)
X+ Ax)” —x

= lim (a+b)-(a+b) (a+b)

Ax—0 Ax
x3 4+ 3x%Ax + 3xAx? + Ax3 — x3 (a+b)-(a+b)-(a+b)
= lim

Ax—0 Ax
~ 3x2%Ax + 3xAx? + Ax3
= lim
Ax—0 Ax

= lim 3x2% + 3xAx + Ax?>
Ax—0



JAK OBLICZYC POCHODNA?

= Przyktad 3. Funkcja f(x) = x3
af _ o fe+Ax) — f(x)

dx  Ax—0 Ax
o (x+Ax)3 —x3
= lim
Ax—0 Ax

x3 + 3x%Ax + 3xAx? + Ax3 — x3

Zrédto: The paradox of the derivative | Chapter 2,

= lim

Ax—0 Ax Essence of calculus (3Blue1Brown, YouTube)
~ 3x2%Ax + 3xAx? + Ax3
= lim
Ax—-0 Ax

= lim 3x2% + 3xAx + Ax? = 3x?
Ax—0



JAK OBLICZYC POCHODNA?

= Przykiad 4. Funkcja potegowa f(x) = x™

Wzor warty zapamietania:

d n n—1
—x" = nx
dx

(wzOr ten dziata rowniez dla
utamkowych i ujemnych wartosci n)

(x+Ax)-(x+Ax)-(x+Ax)-...-(xJ+Ax)=

df [+ hx) - F(0) (x + Ax)" =
— = lim
dx Ax—0 Ax
o (x+ Ax)™ —x"
= lim
Ax—0 Ax
X+ Ax 4 — X
= lim
Ax—0 Ax
o onx™Ax + -
= lim
Ax—0 Ax

= lim nx™ 1 +-.-
Ax—0

=1 x"4+n x"1Ax +

|
n

XM AxE 4+ AxT =



JAK OBLICZYC POCHODNA?

= Przykiad 5. Funkcja wyktadnicza f(x) = e* Ax =1
df . flx+Ax) —f(x) Ax = 0.1
— = lim
dx Ax—0 Ax Ax = 0.01
A
_ g S € Ax = 0.001
Ax—0 Ax
pX X _ px Ax = 0.0001
I Ax = 10~10
Ax __ 1
J— - X
B Alalcrlloe Ax

Wzor bardzo warty zapamietania:

J%_ex — X
dx
el-1
~ 1.718282
0.1_
el . 1.051709
20.01_1
~ 1.005017
é%%} 1
¢  — ~1.0005
0.001
£0.0001_4
~ 1.00005
0.0001
e10710_4
— =~ 1.00000000005
10




Wzor bardzo warty zapamietania:

JAK OBLICZYC POCHODNA? di _ o

160 f(x) 160 df

= Przyktad 5. Funkcja wyktadnicza f(x) = e* 101 dx

df " flx + Ax) — f(x)
— = lim

dx Ax-0 Ax ‘
ex+Ax_ex
= lim
Ax—0 Ax
 eXelX _ X X X
= lim
Ax—0 Ax 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Ax_l
= lim e*
Ax—0 Ax



Wazna ciekawostka
f(x) = e* (i jej wielokrotnosci)
to jedyna funkcja, ktora jest
rowna wiasnej pochodnej, tzn.

af
— = f()




d n_1 n- d x _ _x
wX =R pet=e
POCHODNA FUNKCJI PRZEMNOZONEJ PRZEZ STALA e
X
= A co jesli chcielibySmy policzy¢ pochodng f(x) = 5x3 lub g(x) = —3e*?
= Rozwazmy pochodng funkcji af (x), gdzie a to jest statg, a f(x) dowolna funkcja.
= Wodwczas: /
d . af(x+Ax) —af (%)
E(“f () = Al}lcr_r}O Ax |
_ f(x + Ax) — f(x)
= lim a
Ax—0 Ax
df
= q—



= =% € =€
POCHODNA FUNKCJI PRZEMNOZONEJ PRZEZ STALA e
= A co jesli chcielibySmy policzy¢ pochodng f(x) = 5x3 lub g(x) = —3e*?
df d 5 /
e ——
dg d



POCHODNA SUMY DWOCH FUNKCJI

f(x) +g(x)

= A co jesli chcielibySmy policzy¢ pochodna f(x) = x + 2e*?

= Rozwazmy pochodng funkcji f(x) + g(x), gdzie f(x) i g(x) to dowolne funkcje.

= Wobwczas:

d e+ Ax) + g(x + Ax)] — [f(x) + g(x)]
2200 +g00) = fim T SO TSSO

. flx+Ax) — f(x) + glx + Ax) — g(x)
1m

Ax—-0 Ax
[+ Ax)—f(x) g+ Ax)—gx)
= lim +
Ax—0 Ax Ax
d d

dx  dx



POCHODNA SUMY DWOCH FUNKCJI

f(x) +g(x)

= A co jesli chcielibySmy policzy¢ pochodna f(x) = x + 2e*?

df d d .
a—a(x)‘l'a(ze )



POCHODNA ILOCZYNU DWOCH FUNKCJI

= Aco jesli chcielibydmy policzyé pochodna f(x) = x2e*?

= Rozwazmy pochodng funkcji f(x)g(x), gdzie f(x) i g(x) to dowolne funkcje. Wowczas:

fx+ Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)

d
E(f (x)g(x)) - Al)i{I_T)lo Ax

lim flx+Ax)g(x + Ax) — f(x + Ax)g(x) +

fx 4+ Ax)g(x) — fx)g(x)

Ax—0

g(x + Ax) — g(x) N
Ax

= Alglcr_r}of(x + Ax)

Ax

g(x)

fx+Ax) — f(x)

Ax

= B BT

d d
= @900 +9() @)

glx+Ax) —g(x)

lim

Ax—0

f(x + Ax) — f(x)
Ax

g(x)



POCHODNA ILOCZYNU DWOCH FUNKCJI

= A co jesli chcielibySmy policzyé pochodng f(x) = x2e*?

df . d d
i f(x)ag(x) + g(x)af(x)

= x? 4 (e*) + exi (x?)
dx dx

= x2%e* + 2xe*




ad n_1 n- x _
dxx nx dxe €
. 4 9(X)
POCHODNA FUNKCJI Zx.OZONEJ
= A co jesli chcielibySmy policzy¢ pochodng e~*°? (jizsgl*gl::tjv?jzgz(iijisg
= Mozemy ja zapisa¢ jako: f(g(x)) = eI, gdzie g(x) = —x? rowniezAg — 0
= Rozwazmy pochodna funkgji f(g(x)), gdzie f(x) i g(x) AgI ________________ T
to dowolne funkcje. Wowczas: Tl _ o :
d Af L
2 (F(g@)) = Jlim == |
_ Af . Ag Ax
=AM Ay A Ay
Af Ag df dg

N AlérEOE A Ay T dg dx



%xn_%xn—l dxex_ex
POCHODNA FUNKCJI ZLOZONEJ 5
f@=e* / os
= A co jesli chcielibySmy policzy¢ pochodnag e~*°? O'i
3 2 1 0 1 2 3

= Mozemy ja zapisaé jako: f(g(x)) = e9™), gdzie g(x) = —x?

d df d
—(Flaw)) = é =2 = o0 (—2x) = —2x e

2




Krok 4. Pochodna f(x)

JESZCZE JEDEN PRZYKLAD /
1
xX) =
f(x) o
Obliczmy pochodna funkcji f(x) = 1+ele2 Krok 3. Pochodna w(x) =1 + e5%°
du _ i(sz) Cox Krok 2. Pochodna v(x) = e5x”
dx - dx Krok 1. Pochodna u(x) = 5x?
_ sx2) _ d d .2 _
e ( x ) (e%) - (Sx ) = 10xe%* = 10xe>*
d d 2 d d 2 2
d—‘;’ = E(l + e5%") =—(1) +&(e5x ) = 10xe>*
4 _ 4w o1y 0,86 = L 10xeSe = L 10xeS = — 10

dx dw dx dw w w (1+e5x2)



JESZCZE JEDEN PRZYKLAD

1

= Obliczmy pochodng funkcji f(x) =

1+e5%
1. % = %(sz) = 10x.
2 —= ( 5x* ) =—(e")- —(5x2) = 10xe% = 10xe>*
3. Z—:=%(1+65x2) =%(1)+£(35x2) = 10xe>*”
g Y4 w4 (w™1) - 10xe5*" = —iz- 10xe5%” = — L . 10xe5*” = — 107e™”

dx dw dx dw w w2 (1+e5x2)2




PODSUMOWANIE WYKELADU

= ZaczeliSmy od wyprowadzenie wzorow na pochodng
=  Funkgcji potegowej f(x) = x™ % (x™) = nx™ !
= Funkcji wyktadniczej f(x) = e* %(ex) =e*
= Wiemy tez jak oblicza¢ bardziej ztozone pochodne, w tym: k
= Pochodna funkcji pomnozonej przez stata % (af(x)) = a%&cx)
. .. d adf(x) . dg(x)
= Pochodna sumy dwéch funkcji E(f(x) +g(x)) = =
= Pochodna iloczynu dwéch funkcji %(f(x) cg(x)) = g(x)%;x) + f(x)d‘i—ix)
L . d _df(g) dgx)
= Pochodna funkcji ztozonej — (f(g(x))) = o



