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1 Ciekawe jezyki

Liczby naturalne w naturalny sposob towarzysza cztowiekowi. W szczegodlnosci pojawiaja sie
w kazdym jezyku. Sa jednak oczywiscie na tyle uniwersalnym konceptem, ze nawet nie znajac
danego jezyka, mozemy pokusic si¢, zeby zrozumie¢, o co chodzi.

Zadanie 1

Przypatrzcie sie nazwom kolejnych liczb w jezyku papuaskiego plemienia Wedau:
1 tagogi

2 ruag’a

tonug’a

~ W

ruag’a-ma-ruag’a
5 ura-i-ga

6 ura-g’ela-tagogi

7 ura-g'ela-ruag’a

8 ura-g’ela-tonug’a

9 ura-g’ela-ruag’a-ma-ruag’a
10 ura-ruag’a-i-ga

Jakie prawidtowosci widzicie? Dlaczego Waszym zdanie te, a nie inne, liczby zostaty uzyte do
tworzenia kolejnych?



Zadanie 2

Ponizej zapisano kilka zaleznosci o dodatnich liczbach catkowitych w jezyku ndom, ktory jest
jezykiem z nowogwinejskiej rodziny jezykowej uzywanym przez ok. 1000 mieszkancéow indone-
zyjskiej wyspy Yos Sudarso. W zdaniach nie wystepuja liczby wieksze niz 20, niektére stowa
oznaczaja operacje + 1 -.

e mer abo meregh + thef > mer an thef

mer abo thef + mer abo thonith = tondor

mer an thef abo ithin + meregh = tondor abo thef

thonith - thonith = mer an thef abo thonith

e mer + mer abo sas = mer an thef abo sas

1. Na tej podstawie podajcie co oznaczaja nastepujace liczebniki:
(a
(b

)
) meregh
(¢) mer an thef abo sas
(d) tondor abo thef

)

(e) mer abo ithin

2. Zapiszcie w jezyku ndom liczby 19 oraz 22.

Zadanie zostato zaczerpniete z puli zadan Olimipady Ligwistyki Matematycznej.
Wskazowka: Zacznij od analizy ostatniej zaleznosci. Co znaczq an, thef i abo?
Wskazowka: Nastepnie zanalizuj przedostatniq zaleznosé. Mozna z niej wymyslié znaczenia stow thonith
1 mer.
Wskazowka: Teraz z drugiej zaleznosci z tatwoscig odczytasz znaczenie liczebnika tondor!
Wskazéwka: Pora zajrzeé do trzeciej zalezno$ci. Ile wynosi suma ithin i meregh? Jakimi liczebnikamsi
mogq wiec byc? Zauwaz, zZe meregh ma podobny czton do mer.
Wskazowka: Pozostaje do rozszyfrowania sas. Jakiej cyfry Ci brakuje?

2 Liczby pierwsze

Zadanie 3

Skonstruujcie sito Erastotenesa: wypiszcie na kartce liczby od 1 do 100 (na przyktad w kwadracie
10 na 10). Wykreslcie liczbe 1. Nastepnie postepujcie iteracyjnie nastepujaco, dopoki wszystkie
liczby nie sg wykreslone lub zakreslone w kotko:

e zakreslcie w kotko pierwsza nieskreslona liczbe,
e wykreslcie wszystkie kolejne liczby przez nig podzielne.

Jakie liczby zostaly zakreslone w kétko? Dlaczego?



Zadanie 4

Dowod Euklidesa, o tym, ze jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych sugeruje przyjrzenie sie
liczbom bedacym iloczynem poczatkowych n liczb pierwszych zwiekszonym o jeden. Takie liczby
nazywaja sie liczbami Euklidesa. Np. 2-3+1 =7 (iloczyn dwoch poczatkowych liczb pierwszych
zwigkszony o jeden) jest liczba pierwsza. Czy zawsze tak skonstruowana liczba (iloczyn trzech,
czterech, itd. poczatkowych liczb pierwszych zwiekszony o 1) jest pierwsza? OdpowiedZ uza-
sadnijcie.

3 Ciag Fibonacciego

Na wyktadzie poznaliscie cigg Fibonacciego, czyli ciag 0,1,1,2,3,5,8, ..., w ktérym kazdy ko-
lejny wyraz jest sumg dwoch poprzednich.

Zadanie 5
Stworz podobny wzér rekurencyjny pasujacy do ciagu:
0,1,1,3,5,11,21,....

Wymyél zjawisko lub proces w swiecie rzeczywistym, w ktorej role odgrywa ten ciag.

Zadanie 6

a) Policzcie kolejne ilorazy kolejnych liczb z (oryginalnego) ciagu Fibonacciego, czyli (uzywajac
kalkulatora) podzielcie druga liczbe przez pierwsza, trzecia przez druga, czwarta przez trzecia
i tak dalej. Co obserwujecie?

b) Ten ciag ilorazéw jest coraz blizszy do tak zwanej zlotej proporcji, ktéra wynosi:

1+5
(p: 2 °

Policzcie na kalkulatorze powyzsza liczbe i sprawdzcie, ze rzeczywiscie wyrazy ciggu ilorazow
sg do niej coraz blizsze.

c¢) Liczba ¢ jest nazywana czasem ,najprostsza niewymierng liczba” lub ,najbardziej niewy-
mierna liczba”. Liczby niewymierne to takie liczby, ktérych nie da sie zapisa¢ w postaci p/q,
gdzie obie liczby p, q sa catkowite, przy czym ¢ # 0. Inne przyktady liczb niewymiernych,
poza ¢, to chociazby , czy tez /2. Liczbami niewymiernymi jeszcze sie zajmiemy w przy-
sztosci, ale teraz sprobujcie udowodnic, ze ¢ jest rzeczywiscie niewymierna.
Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na konicu skryptu.

d) Wiemy juz, ze ¢ jest liczba niewymierna. Dlaczego jest wiec ,najbardziej niewymierng’?
Ot6z kazdg liczbe mozna roztozy¢ w utamek tancuchowy. Co to utamek tancuchowy? Przyj-

rzyjmy sie na przyktadzie. Np.:
43 1
78t T

5 1+

1
1+2



co tatwo sprawdzi¢, sprowadzajac kolejne dodawania do wspolnego mianownika. Tymczasem
liczby niewymierne rozpisuja sie w nieskonczone utamki tancuchowe, czyli:

Co trzeba wstawi¢ za O, zeby dosta¢ liczbe @7 Najprostsza mozliwa liczba jest najlepszal
Wtasnie dlatego ¢ jest ,najprostsza niewymierng liczba” lub ,najbardziej niewymierng licz-
ba”. Sprawdz kolejne przyblizenia obcinajac utamek tancuchowy w ktéryms$ miejscu.

4 Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna to bardzo przydatna metoda dowodzenia twierdzen w jakis sposob
zwigzanych z liczbami naturalnymi.

O co chodzi? O bardzo prosty i bardzo silny model wnioskowania. Jesli mamy ciag kilku
baterii (ustawionych od lewej do prawej) ustawionych za soba i wiemy dwie rzeczy:

e pierwsza z nich po lewej ma minus,

e kazda kolejna jest ustawiona dobrze, czyli kolejna bateria ma po lewej stronie znak prze-
ciwny do znaku poprzedniej baterii z prawej strony,

to od razu wiemy, ze wszystkie baterie w ciagu po lewej stronie maja minus. Oczywiste, nie?
Te dwa elementy wiedzy nazywamy pierwszym i drugim krokiem indukcyjnym.

Jak zasade indukcji sformutowaé ogélnie? Mamy dang jakas teze zalezna od liczby n (w
przyktadzie bedzie to: n-ta bateria ma po lewej stronie minus) i chcemy udowodnié, ze zachodzi
dla kazdej liczby naturalnej n. Zasada indukcji méwi, ze wystarczy, ze pokazemy, ze prawdziwe
sg dwa fakty:

e teza jest prawdziwa dla n =0 (pierwszy krok)

e prawdziwa jest nastepujaca implikacja: jesli teza jest prawdziwa dla n = k, to jest tez
prawdziwa dla n = k + 1 (krok indukcyjny).

Na przyktad, pokazmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n, prawdziwe jest stwierdzenie, ze
suma kolejnych liczb naturalnych od 0 do n wynosi (nth)n

W pierwszym kroku sprawdzamy dla n =0. 0 =0, ok.
Drugi krok. Zalézmy, ze 1+...+k = w Teza: 1+...+k+(k+1)= w Rzeczywiscie
(k+12)(k) n (]{7 " 1) _ (k+1)(k)2+2(k+1) _ (k+2)2(k+1)‘ OK. O

korzystajac z zatozenia: 1+...+k+k+1=

Zadanie 7

Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze dla kazdej liczby naturalnej n, 3
jest dzielnikiem liczby 7 — 1.



Zadanie 8

Okazuje sie, ze aby policzy¢ n-tg liczbe w ciagu Fibonacciego, nie trzeba koniecznie liczyé
wszystkich poprzednich. Zaskakujace moze sie bowiem wydac, ze n-ta liczba Fibonacciego to

)

Vs 2 Vi 2
Przy okazji zauwazmy, ze i tu ztota proporcja odgrywa istotna role! Udowodnijcie ten wzor
korzystajac z zasady indukcji matematyczne;j!
Wskazowka: Tutaj w kroku indukcyjnym trzeba bedzie zatozyé, ze wzor dziala nie tylko dla jednej, ale
dla dwoch kolejnych liczb, k-1 i k. Dlatego w pierwszym kroku indukcyjnym tez trzeba sprawdzié¢ dwie
pierwsze liczby: n=0 1 1.

5 Aksjomaty arytmetyki

Rozwazmy teraz aksjomaty (czyli podstawowe zasady, z ktérych wynika kazda inna) arytmetyki
na liczbach naturalnych. Te aksjomaty sformutowal Peano i sa one nastepujace (opisuja 0,
operacje + oraz - i operacje nast, ktora nalezy rozumie¢ jako +1, uzywaja takze statej 0):

1. dla kazdego n, nie jest prawda, ze nast(n) =0,

2. dla kazdych n,m, jesli nast(n) = nast(m), to n =m,
3. dla kazdego n, n+0 =n,

4. dla kazdych n,m, nast(n +m) = n + nast(m),

5. dla kazdego n, n-0 =0,

6. dla kazdych n,m, n-nast(m)=n-m+n

[ jest jeszcze jeden kluczowy aksjomat (tak naprawde ,schemat aksjomatéw”) zwany indukeja
matematyczna, ktoéry poznaliscie przed chwilg.

Inaczej méwige do naszego zbioru aksjomatéw dodajemy dla kazdej wlasnosci ¢(n) naste-
pujacy aksjomat:

7. Jesli ¢(0) oraz dla kazdego k, z tego ze ¢(k) wynika, ze p(nast(k)), to dla kazdego n,
zachodzi ¢(n).

Sprobujmy zatem pokazaé jaki$ prosty fakt dotyczacy arytmetyki, korzystajac tylko i wy-
tacznie z aksjomatéw Peano. Na przykiad udowodnijmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n,
n = 0+ n (zauwazcie, ze to nie to samo, co aksjomat trzeci, bo przeciez nie udowodnilismy, ze
dodawanie jest przemienne!).

Skorzystamy z indukcji matematycznej:

e teza dlan=0 brzmi 0=0+0 i jest prawdziwa na podstawie aksjomatu trzeciego.

e udowodnijmy teraz, ze z tego, ze zachodzi k = 0 + k wynika, ze zachodzi nast(k) = 0 +
nast(k). Zat6zmy zatem, ze dla pewnego k, mamy k = 0+ k. Wtedy nast(k) = nast(0+k),
co z aksjomatu czwartego jest rowne 0 + nast(k), co konczy dowdd kroku indukcyjnego.

I na mocy aksjomatu indukcji konczy dowdd tego, ze dla kazdej liczby naturalnej n, n =0+ n.



Zadanie 9

Udowodnij, korzystajac tylko z aksjomatéw Peano, za dla kazdych liczb naturalnych m,n, mamy
nast(m) + n = nast(m + n).

Wskazowka: Niech m bedzie ustalong liczbg przez caly dowdd. Rozpatrz przez indukcje teze dla n, Ze
nast(m) +n = nast(m +n).

Zadanie 10

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéw Peano oraz dwoch do tej pory udowodnionych
faktow, ze dodawanie liczb naturalnych jest przemienne.

Matematyka Majow

Majowie liczyli w systemie dwudziestkowym i uzywali do tego kamykéw i patyczkéw. Kazdy
kamien oznaczat 1, zas patyczek 5, ale na jednej pozycji mogto by¢ tylko maksymalnie 4 kamienie
i 3 patyczki. Byly kolejne pozycje: jednosci, dwudziestek, czterysetek itd. (analogicznie do
naszych jednosci, dziesiatek, setek,. .. ). Wobec tego, np. liczba 137 = 6-20+17 bytaby oznaczona
kamieniem i patyczkiem w pozycji dwudziestek ((1+5)-20) oraz dwoma kamieniami i trzema
patyczkami w pozycji jednosci (2+3-5), przy czym patyczki ukltadano poziomo na danej pozycji,
a nad nimi uktadano kamienie w kolejnym rzadku (patrz rysunek).

Wprowadzono tez muszelki do oznaczania pustych pozycji (zer). Czasem réwniez zamiast
uktadaé¢, po prostu rysowano patyczki jako kreski, a kamienie jako kropki.

Zadanie 11
a) Zapiszcie w ten sposéb liczby: 3,12, 21,108, 444, 8063.

b) Dzieki uzyciu kamieni i patyczkéw tatwo jest dodaé¢ dwie liczby do siebie. Utdzcie liczby
59 i 362 jedna nad druga i zsuncie wszystkie kamienie i patyczki na dot. Nastepnie Jesli
liczba kamieni przekracza gdzie$ 4 trzeba pie¢ z nich wymieni¢ na nowy patyczek. Cztery
patyczki zamieniaja sie na kamien na wyzszej pozycji. Odczytajcie wynik dodawania po
odpowiednich zamianach.

Zagadka na koniec

Zadanie 12

Na pirackim statku znajduje sie skarb ztozony z 10 dukatéw (dukaty sa niepodzielne). Na statku
jest tez b piratow: Alojzy, Bonifacy, Cezary, Dionizy i Eustachy. Hersztem bandy jest zawsze
osoba o pierwszym imieniu w kolejnosci alfabetycznej. Piraci dzielg skarb pomiedzy siebie na-
stepujaca piracko-demokratyczng metoda. Herszt bandy proponuje podziat i ten podzial jest



gltosowany. Jesli za jest wiekszo$é (ponad potowa) piratéw, podzial dochodzi do skutku. W
przeciwnym wypadku, herszt jest wyrzucany do rekinéw za burta, kolejny (alfabetycznie) pirat
zostaje hersztem i procedura zaczyna sie od poczatku w mniejszym gronie. Kazdy pirat chce
zyska¢ mozliwie duzo, ale jesli nie ma to wptywu na zysk, kazdy zagtosuje tak, zeby herszt
zostal wyrzucony za burte. Kazdy pirat réwniez woli nic nie dosta¢ ze skarbu niz wyladowac
za burta. Jaki podzial skarbu zaproponuje herszt Alojzy?

Wskazowka: Wskazéwke do tego zadania znajdziecie na koncu!

Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Bislama to powstaly na bazie angielszczyzny kreolski jezyk uzywany na Vanuatu, gdzie jest
obok angielskiego i francuskiego jezykiem urzedowym. Ponizej znajduje sie zapisana w bislamie
zagadka logiczna dotyczaca Samuela, Rika, Pita i Zazi — mieszkancow czterech stojacych w linii
prostej doméw ponumerowanych kolejno liczbami od 1 do 4. Kazdy dom ma inny kolor: nie-
bieski, zielony, czarny lub czerwony. Ich mieszkancy wykonuja cztery rézne zawody: policjanta,
ministra, zolierza i lekarza. Kazde z nich ma jedno zwierze: kota, psa, szczura lub weza, i pije
tylko jeden rodzaj napoju: herbate, kawe, sok lub wode.

(a) Zazi hem i stap slip long nambatu haos.

Nambatri haos we i blufala mo nambafo haos we i redfala.

Rik hem i stap klosap long redfala haos.

Man blong rat i stap klosap long haos blong man blong snek.
Samuel hem i stap slip long grinfala haos mo hem i gat wan puskat.

Wan man i stap dring wota mo hem i stap klosap long nambatri haos.

)
)
)
)
)
g) Polisman hem i stap klosap long haos blong man blong snek.
) Wan man hem i stap slip long grinfala haos mo hem i stap dring ti.
) Pit blong snek i stap dring wota.

) Wan man hem i stap dring kafe mo hem i stap klosap long docta.

) Zazi hem i soldia.

) Rik hem i stap dring jus.

1. Odpowiedzcie na pytanie z zagadki: Wanem nem blong man we i minista? (Jak ma na
imie osoba, ktéra jest ministrem?)

2. Przetlumaczcie na polski zdania (d) i (f).

3. W ktéorym domu mieszka waz? W ktérym domu pije sie kawe? W ktorym domu mieszka
kot?

Rozwigzcie to zadanie nie korzystajac z Internetu! Zadanie zostato zaczerpniete z puli zadan
Olimpiady Lingwistyki Matematyczne;j.



Zadanie 14

Jaka jest najmniejsza liczba naturalna, ktéra ma:

a) doktadnie 2 dzielniki?
b) doktadnie 3 dzielniki?
c¢) doktadnie 4 dzielniki?
d) doktadnie 5 dzielnikéw?

e) doktadnie 6 dzielnikow?

Zadanie 15

Zmodyfikujmy konstrukcje z zadania 5. w takim razie definiujac tzw. liczby Sylvestra. Pierwsza
liczba Sylvestra to 2 (s; = 2). Kolejna liczba Sylvestra to iloczyn poprzednich liczb Sylvestra
zwigkszony o 1 (czyli sa=s1+1=2+1=3,53=81-59+1=2-3+1=7,itd.). Czy kazda liczba
Sylvestra jest liczbg pierwsza? Odpowiedz uzasadnijcie.

Zadanie 17

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéw Peano oraz tezy udowodnionej w zadaniu 9 (tacz-
no$¢ dodawania), ze dodawanie liczb naturalnych jest rozdzielne wzgledem mnozenia (dla kaz-
dych liczb naturalnych p,q,r, (p-(¢+7r)=(p-q) +(p-71)).

Zadanie 18

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatow Peano, ze dodawanie liczb naturalnych jest taczne
(dla kazdych liczb naturalnych p,q,r, p+ (¢+7r) =(p+q) +7r).

6 Proponowane zadania domowe

Zadanie 19 (1 punkt)

a) Wszystko wskazuje na to, ze juz starozytni Grecy znali ztotg proporcje. Zauwazyli takze,
ze proporcje z nig zwiazane wydaja si¢ naturalne i przyjemne dla ludzkiego oka. Ponizej
rysunek przedstawiajacy rekonstrukcje Partenonu — stynnej gtéwnej swigtyni na atenskim
Akropolu. Postugujac sie linijkg, kalkulatorem i nozyczkami stworzcie z kartki papieru kilka
odpowiednich prostokatnych wzorcéw oraz znajdzcie mozliwie duzo par dlugoéci elementow
architektonicznych na rysunku Partenonu, ktére sa wzgledem siebie w ztotej proporcji.



PARTENON NA AKROPOLU W ATENACH, Vw.p.n.e.

ARCHITEKCE: IKTINOS [ KALLIKRATES

b) Przez kolejne wieki to wlasnie ztote proporcje wyznaczaty kanon piekna w architekturze. Na
kolejnym rysunku znajdziecie fasade katedry Norte Dame w Paryzu. Ktore pary odcinkéw
sg wlasnie w takiej proporcji?

Uwaga: powyzsze rysunki znajdziecie tez na stronie naszych zaje¢ w materiatach z éwiczen!

Zadanie 20 (2 punkty)

Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze dla kazdej liczby naturalnej n,
liczba 11™ — 4™ jest podzielna przez 7.



Zadanie 21 (3 punkty)

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéw Peano oraz przemiennosci dodawania, ktora udo-
wodniliémy w zadaniu 8, oraz tacznosci dodawania (patrz zadanie 9), ze mnozenie liczb natu-
ralnych jest przemienne (dla kazdych liczb naturalnych n,m, (m-n=mn-m).

Wskazowka: Postepuj podobnie jak przy dowodzeniu przemienno$ci dodawania — zanim zabierzesz sie
za wlasciwy dowdd udowodnij dla mnozZenia fakty podobne do tych, ktore dla dodawania zostaty udo-
wodnione na poczgtku rozdziatu trzeciego oraz w zadaniu siodmym.

7 Wskazowki do zadan

Zadanie 6
1+\/5 —

Zalozmy przeciwnie, ze sg takie liczby catkowite p,q, ze =5~ g. Przeksztatécie to rownanie
tak, zeby nie mie¢ w nim pierwiastka. Czyli w takim razie 5 jest ilorazem kwadratéw dwoch
liczb catkowitych: a? = (2p—q)? oraz ¢%. Rozwazcie teraz podzielno$é przez potegi piatki licznika
i mianownika.

Zadanie 12

Gdyby na statku byli tylko Dionizy i Eustachy, hersztem bytby Dionizy. Cokolwiek zaproponuje,
Eustachy zagtosuje przeciw i wyrzuci go zgodnie z zasadami na burte, bo przeciez zostajac sam
bedzie miat caty skarb. Pomysl, co, wiedzac o tym, zaproponuje Cezary, jesli na statku byliby
Cezary, Dionizy i Eustachy.
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