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1 Nieskonczonosé

Zbiory A i B sa rownoliczne (co oznaczane jest jako |A| = |B]), jesli elementy zbioru A mozna
ustawi¢ w pary ze wszystkimi elementami zbioru B, tak ze kazdy z elementéw jest w doktadnie
jednej parze.

Wykonujac myslowy eksperyment z hotelem Hilberta, ustawialiSmy w pary nieskonczenie
wiele jednoosobowych pokoi hotelu ponumerowanych liczbami naturalnymi (poczynajac od ze-
ra) w pary z elementami zbioru gosci. Zastanawialiémy sie nad zakwaterowaniem nowego goscia
(nazwijmy go go$ciem —1) w sytuacji, w ktérej wszystkie nieskoniczenie wiele pokoi jest zajetych
(nazwijmy goscia, ktory jest w pokoju numer n, gosciem n). Okazalo sie, ze nowego goscia mo-
zemy dokwaterowa¢ mimo zajetosci wszystkich pokoi, przesuwajac kazdego z dotychczasowych
gosci do pokoju o numerze o jeden wickszym. Wtedy pokdj zerowy bedzie pusty i mozemy
tam zakwaterowaé goscia —1. Rzeczywiscie przyporzadkowalismy w pary elementy zbioru gosci
{-1,0,1,2,...} = {-1} uUN z elementami zbioru pokoi {0,1,2,3,...} = N, przyporzadkowujac
gosciowi n pok6j o numerze n + 1. Inaczej méwiac, dowiedliSmy, ze zbiory {-1} UN oraz N sa
rownoliczne, co zapisujemy |[Nu{-1}| = |N|.

Zadanie 1

To przeprowadzmy jeszcze jeden eksperyment myslowy z tym hotelem. Zatézmy, ze do pustego
hotelu zglaszaja sie do niego nieskoniczona grupa kobiet i nieskonczona grupa mezczyzn. Jesli
recepcjonista jest dobrze wychowany, prawdopodobnie wpusci do hotelu najpierw kobiety. Ale
niestety jesli tak zrobi i nie pomysli — zajma one wszystkie nieskonczenie wiele pokoi i nieskon-
czona grupa mezczyzn zostanie na lodzie. Czy mozna postapi¢ inaczej? A jesli tak, to czy z tego
wynika (jesli tak, to w jaki sposdb) ze zbiory liczb naturalnych i catkowitych sa réwnoliczne?

Na wyktadzie sprawdziliSmy jednak, ze nie wszystkie nieskonczone zbiory sa rownoliczne
ze zbiorem liczb naturalnych. Na przyktad, liczby rzeczywiste nie sa. Poszukajmy innych tego
typu przyktadow.

Zadanie 2

Okazuje sie, ze zbior wszystkich nieskonczonych ciggéw zero-jedynkowych tez ma te wtasnosé,
ze nie jest mozliwe zakwaterowanie wszystkich jego elementéw w hotelu Hilberta. Sprobujcie



to udowodni¢!
Wskazowka: Nalezy przeprowadzi¢ dowdd ,nie wprost”. Wiecej wskazowek znajdziecie na koricu tego
skryptu.

Stynne twierdzenie Cantora mowi, ze podzbioréw dowolnego zbioru jest wiecej niz jego
elementow. Sprawdzmy najpierw, ze rzeczywiscie tak jest dla skonczonych zbiorow.

Zadanie 3

Ile jest podzbioréw dowolnego zbioru n-elementowego? Dlaczego?

Zadanie 4

Okazuje sig, ze to jest tez prawda, dla zbioréw nieskonczonych. Udowodnijcie, ze podzbioréw
zbioru liczb naturalnych jest wiecej niz samych liczb naturalnych. To znaczy, ze wszystkich
podzbioréw nie da sie ustawi¢ w pary z liczbami naturalnymi!

Wskazéwka: Ale moze da sie ustawié z czyms innym? Wiecej wskazéwek na koncu skryptu!

2 Powrdét na Wyspe Rycerzy i Lotréw

Wréémy teraz na znang juz Wam Wyspe Rycerzy i Lotréw. Przypomnijmy, ze wyspa ta jest
zamieszkata tylko przez dwa typy osob: wtasnie rycerzy i totréw. Z tym ze rycerze majag to
do siebie, ze zawsze mowia prawde, natomiast totry — zawsze ktamia. Chcac porzadnie zbadaé
socjologie i etnografie wyspy bedziecie musie¢ nieraz rozpoznaé, czy ktos jest rycerzem, czy tez
totrem.

Zadanie 5

Spotykacie dwoch mieszkancow wyspy. Jeden z nich méwi: ,,co najmniej jeden z nas jest totrem”.
Co mozecie o nich wywnioskowac?

Zadanie 6

Spotykacie trzech mieszkancow wyspy: Alojzego, Bonifacego i Cezarego. Na pytanie ,Czy jestes
rycerzem, czy totrem?” Alojzy odpowiada, ale tak niewyraznie, ze nic nie zrozumieliscie Pytacie
wigc Bonifacego: ,,Co powiedziat Alojzy?”. Na co Bonifacy: ,,Alojzy powiedzial, ze jest totrem.”
Na to Cezary wypalil: ,Nie wierz Bonifacemu, on ktamie!”. Co mozecie powiedzie¢ o tych
mieszkancach?

Zadanie 7

Stoicie na rozdrozu drég, jedna prowadzi w lewo, a jedna w prawo. Wiecie, ze jedna z nich
prowadzi do Szczeécia a druga do Smierci. Przed kazda z drég stoi mieszkaniec Wyspy. Zalézmy,
ze wiecie, ze jeden z nich jest totrem a drugi rycerzem. Jak dowiedziec¢ sie ktora droga prowadzi
do Szczescia zadajac tylko jedno pytanie?



Zadanie 8

Spotykacie grupe 6 mieszkancéw wyspy: Alojzego, Benjamina, Celing, Dionizego, Euzebig, i
Felicjana.

e Celina moéowi: Alojzy ktamie.

e Alojzy mowi: Beniamin méwi prawde.

e Beniamin moéwi: Celina ktamie.

e Beniamin moéwi: Celina nie jest tego samego typu, co ja.
e FEuzebia méwi: Dionizy ktamie.

e Felicjan méwi: Euzebia méwi prawde.

e Beniamin méwi: Euzebia nie jest tego samego typu, co ja.

Co umiecie o nich powiedzie¢?

3 Rozmyslania o myslakach

Zblizamy wiec si¢ nieuchronnie do swiata logiki. Ten swiat wygodnie nam bedzie zwiedzi¢
razem z myslakami — stworzonkami wyobrazonymi przez Raymonda Smullyana, ktére mysla w
bardzo precyzyjny sposéb. Bedziemy wiec okreslaé¢ precyzyjnie coraz bardziej interesujace style
myslenia i wnioskowania.

Zacznijmy od mnajprostszego typu myslaka. Myslak podstawowy po pierwsze wierzy we
wszystkie tautologie. Tautologia to takie zdanie, ktére zawsze jest prawdziwe, niezaleznie od
okolicznosci. Na przyktad, jesli p to dowolne zdanie logiczne, to zdanie ,p lub nie p” jest tau-
tologia. Myslak wierzy we wszystkie tego typu zdania. Po drugie, myslak podstawowy ma te
ceche, ze jesli wierzy w dowolne zdanie p oraz w zdanie ,z p wynika ¢”, to réwniez uwierzy w
zdanie q.

O myslaku powiemy, ze jest sprzeczny, jesli wierzy w pewne sprzeczne zdanie (np. w zdanie
,nie jest prawda, ze p lub nie p”, takie zdanie bedziemy oznaczaé 1).

Zadanie 9

Udowodnijcie, ze sprzeczny myslak podstawowy ma te ceche, ze wierzy absolutnie we wszystko.

Warto jeszcze zwrédci¢é uwage na jedna sprawe. Nigdy do tej pory nie powiedzielismy, ze
jesli myslak wierzy w jakie$§ zdanie p, to wierzy, ze w nie wierzy. To jest zwiazane z pewna
samoswiadomosciag, ktorej myslak podstawowy moze nie posiadaé¢. Ta cecha bedzie nam jed-
nak przydatna w dalszych rozwazaniach. Dla kazdego zdania p, zdanie ,myslak wierzy w p”
oznaczmy jako Mp.

Powiemy na przyktad, ze myslak wie o mysleniu, jesli dla kazdych zdan p i ¢ wierzy on,
ze jesli uwierzy w p oraz takze w zdanie p — ¢, to uwierzy tez w ¢. Inaczej méwigce, myslak
wie o my$leniu, jesli ma $wiadomos¢ o regule rzadzacej jego rozumowaniem. Jeszcze inaczej to
formutujac, myslak taki wierzy w kazde zdanie postaci (Mp A M(p — q)) - Mgq.



Zadanie 10

Udowodnijcie, ze myslak podstawowy wie o mysleniu wtedy i tylko wtedy, gdy wierzy we wszyst-
kie zdania postaci M (p - q) - (Mp - Mgq).
Wskazowka: Na koncu skryptu.

To jeszcze jednak nie wszystko. Dodajmy kolejny element samoswiadomosci myslakom. Po-
wiemy, ze myslak, ktory wie o mysleniu, jest normalny, jesli za kazdym razem, gdy wierzy w
zdanie p, wierzy tez w to, ze wierzy w p. Inaczej méwiac, jesli wierzy w p, to rOwniez wierzy w
Mp.

Zadanie 11

Udowodnijcie, ze kazdy normalny myslak, jesli uwierzy w pewne zdanie postaci p - g to uwierzy
tez w zdanie Mp — Mg.

No i w konicu o normalnym myé$laku bedziemy mowié, ze jest samoswiadomy, jesli wie, ze jest
normalny. Czyli jesli dla kazdego zdania p, wierzy, ze jesli uwierzy w p, to uwierzy, ze uwierzy
w p. Inaczej méwiac, wierzy w kazde zdanie postaci Mp - M(Mp). O ile myslak normalny
nie musi koniecznie wierzy¢ w to, ze jest normalny (ta cecha to wlasnie samoswiadomosé), to
okazuje sie, ze myslaki samoswiadome, nawet wiedza, ze sg samoswiadome!

Zadanie 12

Udowodnijcie, ze kazdy samoswiadomy myslak wie, ze jest samoswiadomy.

4 Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Udowodnijcie, ze przedzial otwarty (0, 1) jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczy-
wistych.

Zadanie 14

Udowodnijcie zatem, ze przedzial domkniety [0, 1] jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb
rzeczywistych.

Wskazowka: Pomyslcie, jak w tym przedziale ,zanurzyé” hotel Hilberta, a nastepnie przesuricie gosci
o dwa pokoje.

Zadanie 15

Czy mozna rozwiaza¢ problem z zadania 7 w sytuacji, w ktorej nie wiadomo, czy spotkani
mieszkancy sg réznych typow?

Zadanie 16

Na stronie https://dmackinnonl.github.io/knaves/ znajdziecie generator zagadek o Wyspie Ry-
cerz i Lotrow. Mitej zabawy!



Zadanie 17
Pokazcie, ze dowolny myslak, ktéry wie o mysleniu, dla dowolnych zdan p,q i r:
a) uwierzy w M(p > (¢ > r)) > (Mp ~ (Mg - Mr)),

b) jesli kiedykolwiek uwierzyt w M (p — (¢ - r)), to uwierzy w Mp — (Mq — Mr).

Zadanie 18

Pokazcie, ze myslak normalny, ktory wierzy w zdanie p - (¢ — r) uwierzy takze w zdanie
Mp - (Mqg— Mr).

Wskazowki do zadan

Zadanie 2

Wskazowka:

1. Zalozmy, Ze takie zakwaterowanie jest mozliwe. Istnieje zatem lista kwaterunkowa, w ktorej w
zerowym wierszu jest nieskonczony cigg zero-jedynkowy zakwaterowany w zerowym pokoju, w
pierwszym — zakwaterowany w pierwszym, itd.

2. Rozwaz cigg ,na przekgtnej” czyli ztoZony z zerowego wyrazu zerowego ciggu, pierwszego wyrazu
pierwszego ciggu, itd.

3. Rozwaz teraz cigg doktadnie przeciwny do tego opisanego wyzej. Czy moze on byé zakwaterowany
w ktéryms z pokojow?

Zadanie 4

Wskazowka: Wymyslcie jok zakodowaé dowolny podzbior zbioru liczb naturalnych nieskoriczonym cig-
giem zero-jedynkowym!

Zadanie 10

Wskazowka: Jak majq sie do siebie zdania (pAq) -1 orazq— (p—>1)7?
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