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1 Dodajmy kontekst!

Rozwazaliémy ostatnio gramatyki bezkontekstowe, ktére zawieraty reguty w stylu:
A —aAb

Oznaczalo to, ze zawsze, gdy wystapi symbol A, mozemy go zamieni¢ na a Ab. Wzbogaé¢my nasza
gramatyke w taki sposob, zeby méc opisywac kiedy mozna zastosowaé dang regute. Nasze nowe
reguty beda zawieraly dodatkows rzecz, czyli kontekst. Na przyktad:

aAa — aaAba

Ta reguta oznacza, ze owszem symbol A mozna zamieni¢ na aAb, ale tylko jesli stoi pomiedzy
dwoma literami a.

7 przyczyn technicznych wprowadzmy jeszcze dwa ograniczenia: reguta w stylu S — — moze
wystapi¢ tylko w przypadku symbolu poczatkowego oraz symbolu poczatkowego nie wolno
generowaé zadng reguly.

Rozwazmy teraz nastepujaca gramatyke:

S—-|T
T — aTBC|abC
CB - PB
PB - PC
PC - BC
bB — bb
bC — be
cC - cc

W tej gramatyce mozna wygenerowa¢ na przyktad stowo aabbcc. W nastepujacy sposob:
S—>T - al'BC - aabCBC - aabPBC — aabPCC — aabBCC - aabbCC' — aabbcC — aabbce

Zaznaczone sa fragmenty stowa odpowiadajace stosowanym regutom.
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Zadanie 1

Pokazcie, jak w tej gramatyce wygenerowac¢ stowo aaaabbbbcccc.

Zadanie 2

Oczywiscie ta gramatyka opisuje jezyk stow w ktorych kolejno wystepuja najpierw a, potem b,
a na koncu c i liczba kazdej z tych liter jest taka sama. Dlaczego tak jest?
Zauwaz tez, ze blok

CB - PB
PB - PC
PC - BC

sprowadza si¢ do zamienienia miejscami symbolu B i C'. Od tej pory zatem dla dwoch symboli
roboczych X 1Y, dla uproszczenia bedziemy po prostu dopuszczaé regute

XY -YX.

Zadanie 3

Zmodyfikujcie powyzszg gramatyke w taki sposob, aby rozpoznawata jezyk stéw, w ktérych
wystepuja najpierw a, potem b, a na koncu c oraz liczba liter b jest sumg liczby liter a i c.

Zadanie 4

Skonstruujcie gramatyke kontekstowa generujaca jezyk wszystkich stéw nad alfabetem {a,b}
postaci wvw, gdzie w jest pewnym stowem, a v jest stowem w napisanym od konca.

2 Gramatyki rosnace

Jest jeszcze jeden typ gramatyki, z jeszcze mniejsza liczba ograniczen. Sa to gramatyki rosnace.
Najwazniejsza zasada jest po prostu taka, ze w kazdej regule przed strzalka jest nie wiecej
symboli i liter niz za strzatka. Jedynym dopuszczalnym wyjatkiem jest reguta S — —, z tym ze
symbolu S nie wolno generowac.

Oto przyktad gramatyki rosnacej

S — —|abc|aT Be

T - aT Bc|abe
c¢B - Bce
bB — bb

Zadanie 5

Pokazcie przyktady trzech stéw, ktére mozna wygenerowaé przy pomocy tej gramatyki.



Zadanie 6

Zaprojektujcie gramatyke rosnaca, ktora generuje jezyk wszystkich stow nad alfabetem a, ktére
sg dlugosci bedacej potega 2.
Wskazowka: Wskazowki do tego zadania umieszczamy na koricu skryptu!

Okazuje sie, ze dla kazdej gramatyki rosnacej mozna stworzy¢ gramatyke kontekstowa, ktora
jest réwnowaznal!

Zadanie 7

Zastanowcie sie jak to zrobi¢ i napiszcie gramatyke kontekstowsa, ktora jest réwnowazna gra-
matyce napisanej na poczatku tego rozdziatu.

Zadanie 8

Sprobujcie zrobi¢ to samo z gramatyka wymyslong w zadaniu 6.
Wskazéwka: Wskazowki do tego zadania umieszczamy na koricu skryptu!

Ograniczone maszyny Turinga

Okazuje sie, ze wszystko, co mozna wygenerowac za pomoca gramatyki kontekstowej, mozna tez
rozpoznaé za pomoca dosé zlozonego automatu nazywanego (ograniczona) maszyna Turinga.

Maszyna Turinga, podobnie jak automat, ma pewng skonczong liczbe standéw oraz przejscia
pomiedzy nimi. Ma tez (podobnie jak automat ze stosem) pamieé, ale tym razem nie bedzie
to stos, a tasma”. Nie jest wiec tak, ze mozna odczyta¢ tylko najSwiezszy zapisany symbol
(tak bylo ze stosem). Po prostu bedziemy sobie wyobraza¢, ze maszyna Turinga ma ,glowice”,
ktéra wskazuje pewne pole na tasmie. Glowica ta moze przesuwac sie w prawo lub w lewo.

Nie bedzie nam potrzebne w rozwazaniach osobne stowo, ktore maszyna ma zaakceptowac
lub odrzuci¢, — po prostu uznajmy, ze jest ono zapisane na tasmie. Uméwmy sie tez, ze przed i
za tym stowem na tasmie stoja symbole # (zeby mozna byto tatwo sprawdzié, ze stowo sie skon-
czylto). Przymiotnik ograniczony w nazwie ograniczona maszyna Turinga, oznacza, ze tasma jest
ograniczona — powiedzmy, ze po prostu si¢ konczy przed poczatkowym znakiem # i za konco-
wym #. W przysztosci bedziemy rozwaza¢ maszyny Turinga, ktérych tasmy sg nieograniczone
(a wiec, ktére maja nieograniczenie wiele miejsca na dodatkowe robocze ,notatki”).

Przejécia pomiedzy stanami beda wiec opisane na przyktad tak: a < b — co oznacza, ze
maszyna moze wykonaé dane przejécie, o ile na tasmie (w miejscu glowicy) widzi litere a.
Zapisuje wtedy na to miejsce litere b i przesuwa gltowice o jeden w lewo. Przejscie opisane
jako ¢ > ¢ moze by¢ wykonane tylko jesli na tasmie w miejscu gtowicy jest symbol c. Maszyna
wykonujac to przejscie pozostawia ¢ na tasmie i przesuwa gltowice o jeden w prawo.

Zatem to jest przyktad maszyny Turinga.



#of <X

Przesledzmy dziatanie tej maszyny dla stowa aa. To oznacza, ze poczatkowy stan tasmy to
#aa# (kreska na gérze bedziemy oznaczaé, gdzie jest glowica). Dziatanie maszyny przebiega

tak:

1.
2.

Stan P, przejscie a > X do stanu A, wiec na tasmie mamy #Xa+#.
Stan A, przejécie a > a do stanu A, wiec na tagmie mamy #X a#.

Stan A, przejscie # < # do stanu K A, wiec na tasmie mamy # X a#.
Stan K A, przejscie a < X do stanu OK, wiec na tasmie mamy #X X #.
Stan OK, przejécie X > X do stanu P, wiec na tadmie mamy #X X #.

Stan P, przejscie X < X do stanu K i zaakceptowanie.

Zadanie 9

Przesledzcie dziatanie tej maszyny Turinga krok po kroku dla stéw bab, ab oraz abaaba. Ktére
z nich zostang zaakceptowane?

Zadanie 10

Jaki jezyk akceptuje ta maszyna Turinga? Dlaczego?

Zadanie 11

Zmodyfikujcie rozpatrywang maszyne Turinga tak, aby akceptowata tylko te stowa, ktore sa
akceptowane przez oryginalna maszyne oraz maja parzysta liczbe liter a.



Zadanie 12

Stworzcie ograniczona maszyne Turinga, ktora akceptuje jezyk nad alfabetem {a, b} ztozony ze
stow ,,jakajacych sie”, czyli postaci ww, gdzie w jest dowolnym niepustym stowem.
Wskazowka: Wskazéowka do tego zadania znajduje sie na koncu skryptu.

3 Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Rozwazcie gramatyke

S - —|aa|bb|aYT|bZT
T - AYT|BZT|Aa|Bb
YA AY
YB - BY
ZA - AZ
ZB - BZ
aA - aa
aB — ab
bA — ba
bB — bb
Ya— aa
Yb—ab
Za — ba
Zb— bb

W jaki sposob w tej gramatyce wygenerowaé stowo aabaaaba?

Zadanie 14

Powyzsza gramatyka generuje wszystkie stowa bedace konkatenacja dwéch takich samych stow.
Przerobcie ja w taki sposob, zeby generowata stowa bedace konkatenacja trzech takich samych
stow.

Wskazowka: BgdZcie bardzo ostrozni przy ostatecznym zamienianiu symboli roboczych na litery. Musi-
cie nie dopusci¢ do tego, Zeby mogly sie zamienic¢ zanim ustawiq sie w dobrej kolejnosci!

Zadanie 15

Sprawdzcie, ze wymys$lona wyzej gramatyka rzeczywiscie dziata. To znaczy, ze nie uda si¢ wy-
generowal stowa nie spetniajacego zatozonych warunkow.



Zadanie 16

Wymysélcie i opiszcie ogélng procedure pozwalajaca zamieni¢ dowolna gramatyke rosnaca na
gramatyke bezkontekstowa.

Zadanie 17

Przesledzcie dziatanie maszyny Turinga skonstruowanej w zadaniu 12 dla stéw aa, aba oraz

abab.

Zadanie 18

Udowodnijcie, ze jesli istnieje maszyna Turinga, ktéra zawsze konczy dziatanie i akceptuje
pewien jezyk L nad alfabetem A, to réwniez istnieje maszyna Turinga, ktéra akceptuje jezyk
nad alfabetem A ztozony ze wszystkich stow, ktore nie sg w L.

4 Zadania domowe

Zadanie 19 (1 punkt)

Przeksztal¢ gramatyke, z pierwszej strony tego skryptu w taki sposéb, aby generowata stowa,
w ktoérych litery a i b moga by¢ dowolnie wymieszane, ale wystepuja przed blokiem wszystkich
liter ¢ oraz liter a jest tyle samo co liter b oraz tyle samo, co liter c. Nastepnie przedstaw jak w
tej gramatyce wygenerowaé stowo abbacc.

Zadanie 20 (2 punkty)

Znajdz gramatyke rosnaca ktéra generuje jezyk wszystkich stow nad alfabetem {a} ktére maja
dtugosé 2¢37 dla pewnych 4,7 € N.
Wskazowka: Dobrym punktem wyjscia jest gramatyka stworzona w zadaniu 6.

Zadanie 21 (3 punkty)

Skonstruuj maszyne Turinga, ktora akceptuje jezyk stéw postaci a ... a dlugosci bedacej liczba
pierwsza.

Wskazowki

Zadanie 6

Wskazowka: Uzyjcie specjalnych symboli na oznaczenie poczgtku i konica stowa, a nastepnie zrobcie
pare symboli, ktore bedq podrézowaé pomiedzy nimi w te © z powrotem (jeden idzie w prawo, zmienia
sie na drugi i wraca i znéw zamienia sie w ten pierwszy), i idgc w prawo podwaja kazdg litere. Trzeba
jeszeze odpowiednio dopracowaé zakonczenie tej procedury.



Zadanie 8

Wskazowka: Problematyczne sq:
XK -~ ZAAA

oraz
PZ - AAA

Trzeba je rozbi¢ na kilka prostszych kontekstowych przejsé z uzyciem dodatkowych specjalnie wprowa-
dzonych symboli.

Zadanie 12

Wskazowka: Najpierw znajdzcie srodek stowa zapisanego na tasmie i oznaczcie go specjalnym symbolem
(np. X lubY w zaleznosci od tego, czy to litera a, czy b). Srodek ten natomiast mozecie znalezé stosujgc
nieco modyfikowang procedure w porownaniu z tq, ktérg zastosowalismy w palindromach.
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