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1 Gramatyki!

Gramatyka to taki przepis na tworzenie stéow z jezyka. Sktada sie z regul, ktore pozwalaja
przeksztatcaé poszczegdlne symbole (robocze) na ciagi symboli (roboczych i liter z alfabetu).
Po tym, jak po ciagu przeksztatcen, zaczynajac od roboczego symbolu startowego, przerobimy
symbole robocze w ten sposob, ze stowo sktada sie tylko z liter z alfabetu mamy to stowo,
ktore chcemy. Nazwe i ide¢ mozna ogarna¢ patrzac na gramatyke jakiegos prawdziwego jezyka.
Na przyktad, jezyka angielskiego. Niech zatem naszym alfabetem beda angielskie stowa. Nasz
jezyk to beda poprawne zdania po angielsku, a wiec ciagi liter z naszego alfabetu (ktérych role
petnig angielskie stowa: a, an, the, black, good, happy, computer, she, it, has, likes, takes, talks,
for, to, on, and, but, because). Symbolami roboczymi niech beda nazwy réznych obiektéw
gramatycznych — dla odréznienia od liter bedziemy je pisa¢ pochylong czcionka. Symbolem
startowym niech bedzie Zdanie. Uproszczona gramatyka zdan jezyka angielskiego wyglada tak:

Zdanie - Podmiot Czasownik Dopelnienie| Zdanie Spojnik Zdanie
Podmiot - Rodzajnik Przymiotnik Rzeczownik | Rodzajnik Rzeczownik
Rodzajnik — -|a|an|the
Przymiotnik — black | good | happy
Rzeczownik — girl|cat | computer |she | it
Czasownik — has|likes | takes|talks
Dopelnienie - Rodzajnik Rzeczownik | Przyimek Rodzajnik Rzeczownik
Dopelnienie - Przyslowek | Dopelnienie Dopelnienie |-
Przyimek — for |to|on
Przyslowek — fast|often
Spojnik — and |but | because

Jak widzicie kazda reguta méwi na co mozna zamieni¢ dany symbol roboczy i podaje kilka
opcji oddzielonych od siebie pionowymi kreskami. Jest tez jeszcze dodatkowy symbol — méwigcy,
ze dany symbol roboczy mozna po prostu wykresli¢ zamiast zamienia¢ go na cos.
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Zatem stowo (zdanie) ,the happy girl talks to the cat often because she likes it” mozemy
wygenerowaé nastepujaco, korzystajac z tych regut:

Zadnie —
Zdanie Spojnik Zdanie —
Podmiot Czasownik Dopelnienie because, Podmiot Czasownik Dopelnienie —
Rodzajnik Przymiotnik Rzeczownik talks Dopelnienie Dopelnienie because, Rodzajnik Rzeczownik likes Rodzajnik Rzeczownik —
the happy girltalks Przyimek Rodzajnik Rzeczownik Przyslowek because, shelikesit —

the happy girl talks to the cat often because she likes it

Wszystkie te przejscia wygodniej jest przedstawi¢ przy pomocy nastepujacego drzewiastego
schematu (zwanego drzewem wyprowadzenia):

Zdanie

g

Zdanie Spéjnik Zdanie

I

Podmiot  Czasownik  Dopetnienie because Podmiot Czasownik Dopetnienie

B A AR

Rodzajnik  Przymiotnik Rzeczownik talks Dopetnienie Dopetnienie Rodzajnik Rzeczownik likes  Rodzajnik Rzeczownik
the happy girl Przyimek Rodzajnik Rzeczownik  Przystowek - she - it
to the cat often
.
Zadanie 1

Narysuj drzewo wyprowadzenia dla nastepujacych stow (zdan) w powyzszej gramatyce

e the cat likes the girl
e she has a computer and it talkes

e the computer talks to a cat

Zadanie 2

Zaproponujcie dwa dodatkowe zdania po angielsku (stowa w naszym jezyku), ktore naleza do
tego jezyka (ktére mozna wyprowadzi¢ przy pomocy tej gramatyki). Narysuj dla nich drzewa
wyprowadzen. Nastepnie zaproponuj sensowne zdanie po angielsku, ktérego nie obejmuje nasza
gramatyka.

Zadanie 3

Poprawcie zdefiniowang wyzej gramatyke w taki sposob, zeby mozna bylto uzywaé przymiot-
nikéw nie tylko w podmiocie, ale i w dopelnieniu. Mozecie ,przy okazji” wprowadzi¢ tez inne
zmiany w tej gramatyce, ktére wydaja Wam sie przydatne (np. takie, zeby mozna bylo w nie;
wyprowadzi¢ ostatnie zdanie, ktore przygotowaliscie w poprzednim zadaniu).

Generalnie bedziemy rozwaza¢ gramatyki bezkontekstowe, w ktorych alfabet sktada sie z
sprawdziwych” liter, np {a,b}. W takich gramatykach mozna bedzie wiec wyprowadzié¢ stowa
(czyli ciagi liter). Powiemy, Ze jezyk jest definiowany przez pewna gramatyke bezkontekstowa,
jesli jest zbiorem wszystkich stéw, ktére da sie z niej wyprowadzic.



Zadanie 4

Rozwazcie nastepujaca gramatyke nad alfabetem {a,b} z symbolem poczatkowym P
P — aaPaa|bbPbb|S

S — —|aa|bb

Zmajdz 3 stowa, ktoére mozna wyprowadzi¢ przy pomocy tej gramatyki. Nastepnie, opisz jezyk
zdefiniowany ta gramatyka.

Zadanie 5

Zaproponujcie gramatyke, ktora definiuje jezyk ztozony ze stow, w ktérych najpierw sg litery
a, a potem litery b, ale liczby liter a i b sa rézne.
Wskazowka: Niech pierwsza reguia to

P->W|M

Nastepnie niech W generuje stowa, ktorych najpierw sq litery a, a potem litery b, ale liter a jest wiecej
niz b, a M generuje stowa, ktorych najpierw sq litery a, a potem litery b, ale liter a jest mniej niz b.

Odnotujmy jeszcze fakt, ze kazdy jezyk regularny jest bezkontekstowy. Rzeczywiscie kazde
wyrazenie regularne mozna bez trudu przerobi¢ na gramatyke bezkontekstowa.

Zadanie 6

Znajdzcie gramatyke bezkontekstowa réwnowazna wyrazeniu regularnemu (a.a.b + b.a)*.a.a*.
Wskazowka: Zacznijcie od wyrazenia a.a.b+b.a

Wskazowka: Stwdrzcie nowy symbol poczgtkowy, zZeby dostaé (a.a.b+b.a)*

Wskazowka: Zajmijcie sie teraz cze$cig a.a”

Wskazowka: Polgcz ostatnie dwa kroki w jedng cato$é dodajgc nowy symbol poczgtkowy

2 Zastosowanie gramatyk bezkontekstowych

Gramatyki komputerowe odgrywaja zasadnicze znaczenie w procesie rozumienia wyrazen przez
komputer. Jak widzisz na przyktadzie jezyka angielskiego, jesli dostaniemy zdanie ,the happy
girl talks to the cat often because she likes it” to znajac gramatyke bezkontekstowg mozemy
znalez¢ jego drzewo wyprowadzenia. A znajac drzewo wyprowadzenia wiemy juz duzo wiecej —
co jest tutaj podmiotem, co jest orzeczeniem itd.

W szczegodlnosci, w ten wlasnie sposob dziataja jezyki programowania. Interpreter rozpozna-
je poszczegdlne elementy napisanego kodu programu tworzac w pamieci drzewo jego wyprowa-
dzenia. Najprostszym przypadkiem moga by¢ tutaj wyrazenia arytmetyczne (dla uproszczenia
zatézmy, ze liczby w tych wyrazeniach sa jednocyfrowe i jest tylko dodawanie i mnozenie, bez
nawiasow). Moglibysmy takie wyrazenie zdefiniowaé¢ gramatyka:

W W -W|W+W|0[1]2]3|4|5]6]7|8]9

Wtedy mozemy ,zrozumie¢” wyrazenie 1-2+ 3 -4 jako
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Co brzmi swietnie, bo umozliwia w ogdle poprawne obliczenie tego wyrazenia 1-2+3-4 =
(1-2)+(3-4)=2+12=14.
Ale, ale, mogliby$my tez nasze wyrazenie wyprowadzi¢ jako

N
I /N

1

Ale, gdybyémy tego wyprowadzenia chcieli uzyé¢ do konstrukeji gramatyki, skonczytoby sie
tozle: 1-2+3-4%1-((2+3)-4)=1-(5-4) = 20.
Ale da sie to naprawic.

Zadanie 7

Naprawcie tg gramatyke tak, zeby kazda metoda wyprowadzenia byta zgodna z kolejnoscia
wykonywania dziatan arytmetycznych i w zwiazku z tym mogta zosta¢ uzyta do kalkulacji
wyniku.

3 Nie kazdy jezyk jest bezkontekstowy!

Zauwazmy jednak, ze nie kazdy jezyk jest bezkontekstowy. Przyktadem takiego jezyka jest jezyk
stéw nad alfabetem {a, b, c} takich, ze najpierw sg litery a, potem b, potem ¢, ale liter a jest tyle
samo co liter b, ktorych jest tyle samo, co liter ¢. Aby udowodnié, ze tak jest, trzeba postuzy¢
sie dowodem nie wprost. Zaltdzmy zatem, ze istnieje gramatyka, ktéra generuje ten jezyk. Po-
wiedzmy, ze gramatyka ta ma N symboli roboczych, a najdhuzsza reguta przeksztatca symbol
w M symboli (inaczej méwiac patrzac na drzewo wyprowadzenia, najwieksze rozgalezienie to
rozgaltezienie na M galezi).

Ale w takim razie wezmy stowo w, ktére ma najpierw MN*1 liter a, potem MN*! liter b,
potem MN+1liter ¢. I wyobrazmy sobie drzewo wyprowadzenia tego stowa w gramatyce, ktorej
istnienie zatozyliSmy. Skoro nasze drzewo moze sie rozgatezia¢ maksymalnie na M, musi mie¢
wysoko$é wieksza niz N (bowiem drzewo wysokosci N rozgateziajace sie w kazdym miejscu
na M wygeneruje maksymalnie MN+*! liter, a my musimy wygenerowaé¢ 3MN+*1 liter). Ale w
takim razie pewna $ciezka (galtaz) tego drzewa musi mie¢ dtugo$é co najmniej N + 1. Ale skoro



symboli roboczych uzytych w tej gramatyce jest tylko IV, to ktérys symbol musi si¢ na tej $ciezce
powtorzy¢ dwa razy. Mogtbym powiedzie¢ zatem, ze nasze stowo byto generowane nastepujaco:

P—saXfB-ayXéB—-a...ab...bc...c,

gdzie «, 3,7,0 sa tez pewnymi ciaggami symboli. Zatem moje stowo w sktada moge podzieli¢
na pigc kolejnych czesci: wq, w., wx, ws, wg, ktore zostaty odpowiednio wygenerowane z ciggow
symboli «, v, X,d 1 3.

Ale, zauwaz, ze to oznacza, ze z symbolu X moge wygenerowaé cigg symboli v.X 9. Zatem
ponizsze wyprowadzenie tez jest poprawne:

P—>aXp - oz775ﬁ = Yy X908 = WaW Wy W x WswWswg.

Ale zauwaz, ze niezaleznie od tego, jak doktadnie stowo a...ab...bc...c jest podzielo-
ne na czesci wq, W, Wy, Ws, wg, to nie jest mozliwe, ze stowo w,w,w,wxwswswg jest postaci
a...ab...bc...c o tej samej liczbie liter a, b i c.

Zadanie 8

Rozwazcie przypadki, zeby zrozumie¢ dlaczego!
Wobec tego nasza gramatyka pozwala wyprowadzi¢ stowo, ktére nie jest w jezyku, ktory ta
gramatyka miala definiowa¢. Mamy sprzeczno$¢, zatem taka gramatyka nie istnieje!

Zadanie 9

Stosujac podobne rozumowanie, udowodnijcie, ze jezyk stéw nad alfabetem {a,b}, ktére maja
postaé ww konkatenacji (ztozenia) dwoch identycznych stow nie jest bezkontekstowy.
Wskazowka: Zauwazcie, ze w dowodzie mozna przyjaé, Ze czesé wx nie moze byé dluisza niz MN*L,

4 Automaty ze stosem

Wréémy zatem do koncepcji automatow! Zatézmy, ze nasze automaty beda niedeterministycz-
ne. Co wiecej dodajmy im nowa rzecz. Stos. Stos jest takim miejscem, na ktéry (w ramach
przejécia) nasz automat moze wrzucaé rzeczy (jakies symbole). Moze tez zdejmowaé rzeczy ze
stosu (z wierzchu, czyli te najSwiezsze). Moze tez widzieé¢ co jest na gérze stosu i na tej pod-
stawie decydowaé o przejsciu. Zatem tym razem nasze przejscia bedziemy opisywacé nie tylko
pojedyncza (czytana przez automat litera), ale tak:

a,c—dd

co oznacza, ze takie przejscie automat moze wykona¢ czytajac litere a i widzac litere ¢ na
szczycie stosu. W wyniku przej$cia na stosie zamiast litery ¢ pojawiaja sie kolejno dwie litery
d. Bedziemy réwniez dopuszczaé przejscia, w ktérych automat nic nie czyta ze stowa, ktérym
sie zajmuje (a tylko wykonuje operacje na stosie)

—,c—>dd

Moze by¢ tak, ze automat tylko zdejmuje co$ ze stosu, a nic tam nie odktada, co bedzie ozna-
czane, np.
a,c—> —



(automat czytajac a i widzac na stosie ¢, usuwa to ¢ nie zostawiajac nic nowego.) Bedzie tez
specjalny symbol #, ktéry zawsze bedzie na dnie stosu (i jest jedynym symbolem na stosie na
poczatku dzialania automatu).

Na przyktad to jest automat ze stosem.

a,#->a#
b,#->b#
a,a->aa
b,a->ba
a,b->ab a,a8->-

b,b->bb b,b->-
' -H#H->#

-,a->a
-,b->b

Zadanie 10

Powyzszy automat moze zaakceptowac na przyktad stowo abbaabba. Jak on to zrobi? Przesledz-
cie jakie stany przejdzie i co doktadnie bedzie na stosie w kolejnych krokach.

Zadanie 11

Jaki jezyk rozpoznaje rozwazany automat? Dlaczego?

Zadanie 12

Wzbogadcie powyzszy automat w taki sposob, zeby akceptowal tylko takie stowa (sposrod
akceptowanych przez oryginalny automat), ktére maja liczbe liter a podzielna przez 4.

Okazuje sie, ze jezyk jest bezkontekstowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automat ze
stosem ktory go rozpoznaje. Inaczej méwiac dla kazdej gramatyki istnieje rownowazny automat
ze stosem. Ale o tym juz dowiesz sie na wyktadzie!

5 Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Zastandwecie sie nad tym, czego nauczytes sie w kwestii programowania w Pythonie. Czy mo-
glibyscie uzy¢ gramatyki bezkontekstowej do zapisania sktadni tego jezyka? Wybierzcie jakis
prosty typ instrukcji w Pythonie, np. test logiczny (to co moze sie np. pojawié po stowie if) i
spiszcie gramatyke, ktora pozwala wygenerowac taki test logiczny. Mozemy ograniczy¢ sie tylko
do takich testéw logicznych, w ktérych podstawowym ,budulcem” sa liczby (ale nie ma operacji
arytmetycznych).



Zadanie 14

Rzeczywiscie, gramatyk bezkontekstowych (w potaczeniu z wyrazeniami regularnymi) uzywa sie
do opisywania sktadni jezykow programowania. Gramatyka sktadni Pythona jest dostepna pod
adresem https://docs.python.org/3/reference/grammar.html. Szybko zauwazycie, ze gra-
matyka ta jest zapisana nieco inaczej niz zapisujemy ja tu. Sprébujcie zrozumieé, co oznaczaja
poszczegodlne oznaczenia.

Zadanie 15

Przejrzyjcie te gramatyke Pythona w poszukiwaniu konstrukeji programistycznych, ktorych
uzywalidmy na ostatnich zajeciach z programowania. Czy zauwazyles przy okazji co$ nowego?

Zadanie 16

Skonstruujcie gramatyke, ktora definiuje jezyk ztozony ze stéw nad alfabetem {a,b}, ktéry
zawiera wszystkie stowa nieparzystej dtugosci oraz te stowa parzystej dhugosci, ktore sa da si¢
przedstawi¢ jako konkatenacja uv (sklejenie) dwoch stéw u i v, ktére sa nieparzystej dtugosei i
maja rozne srodkowe litery.

Wskazowka: Niech pierwsza regula to

P> A|B|AB|BA

a requta na A niech generuje dowolne stowo o nieparzystej diugosci i Srodkowej literze A, za$ regula
na B dowolne stowo o nieparzystej dlugosci i srodkowej literze B

Zadanie 17

Skonstruujcie gramatyke, ktéra definiuje jezyk ztozony ze stéw nad alfabetem {a,b}, ktéry
zawiera wszystkie stowa, ktére nie sa konkatenacja (sklejeniem) dwdch identycznych stéw (nie
sa postaci ww, gdzie w to pewne stowo).

Wskazowka: Przyjrzyjcie sie porzgdnie stowom generowanym przez gramatyke z poprzedniego zadania.
Cala trudnosé polega na udowodnieniu obserwacji dotyczqcej tych stow.

Zadanie 18

Skonstruujcie automat ze stosem, ktéry rozpoznaje doktadnie te stowa, ktore zdefiniowane sg
przez gramatyke
S —>aSb|A

A—bSalS|-

Wskazowka: Uzycie symboli roboczych jako symboli stosu. Na poczgtku niech automat wrzuci sobie
na stos symbol poczgtkowy. W dowolnym momencie automat moze zamieni¢ symbol na stosie wedtug
jednej z requd.


https://docs.python.org/3/reference/grammar.html

6 Zadania domowe

Zadanie 19 (1 punkt)

Popraw gramatyke przedstawiong na samym poczatku ¢wiczen, tak aby uniemozliwiata usta-
wienie rodzajnika (a, the, an) przed zaimkiem (she, it). Przedstaw przyklad zdania z jezyka
zdefiniowanego przez te nows gramatyke tgcznie z jego drzewem wyprowadzenia.

Zadanie 20 (2 punkty)

Przesledz dziatanie ponizszego automatu ze stosem na przyktadzie stowa aaabbcecce.

a,#->c# b,#->c#
a,c->cc b,c->cc c,c->-

Czy ten automat moze zaakceptowaé to stowo? A jesli tak, jakie sa poszczegdlne stany i zawar-
tos¢ stosu? Opisz jezyk, ktéry jest rozpoznawany przez ten automat.

Zadanie 21 (3 punkty)

Dopelnieniem pewnego jezyka L nad danym alfabetem to jezyk ztozony ze wszystkich stéw nad
tym alfabetem, ktére nie sa w L. Udowodnij, ze nie zawsze dopelnienie jezyka bezkontekstowego
jest jezykiem bezkontekstowym.

Wskazowka: Znajdz gramatyke definiujgcq jezyk, ktory sklada sie ze stow, w ktorych kolejno wystepujg
nagpierw litery a, potem litery b, a nastepnie litery c, z tym ze liter a jest inna liczba niz liter b lub
liter b jest inna liczba niz liter a (przyjrzyj sie rozwigzaniu zadania 5). Gdy juz przygotujesz takq
gramatyke, dorzué do niej reguly generujgce stowa, ktore nie sq¢ postaci, w ktorej kolejno wystepujq
nagpierw litery a, potem litery b, a nastepnie litery c.
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