O réznych geometriach

i

mozliwych ksztaltach
Wszechswiata



Na poczatku byly dwie geometrie

Ziemska — ptaska, taka, jakiej sie uczymy w szkole,
p6zniej nazwana euklidesowa (stad nazwa geometria)
i

Niebianska — sferyczna, opisujaca stere niebieska,

do ktoérej sa przymocowane gwiazdy i po ktoérej wedruja planety
(astronomia).



Na poczatku byly dwie geometrie

Ziemska — ptaska, taka, jakiej sie uczymy w szkole,
p6zniej nazwana euklidesowa (stad nazwa geometria)

i
Niebianska — sferyczna, opisujaca stere niebieska,

do ktoérej sa przymocowane gwiazdy i po ktoérej wedruja planety
(astronomia).

Potem, w —1V wieku, odkryto, ze geometria nieba jest identyczna
7z geometrig powierzchni kuli i mozna ja bada¢ metodami ziemskiej
geometril.



Juz Starozytni odkryli, ze pole trdjkata zalezy (na danej sferze)
jedynie od sumy jego katow.



Juz Starozytni odkryli, ze pole trdjkata zalezy (na danej sferze)
jedynie od sumy jego katow.

Pole dwukata na sferze jednostkowej to 4a.,
wiec mamy

4o = 2A + 2T,
43 = 2B + 2T,
4v = 2C + 2T,
stad

dla+04+7v)=2A4+B+C)+6T =
=2(A+ B+ C+T)+4T = 4m + 4T,

awiecT =(a+0+7v) —m.

Zatem pole trojkata sferycznego na sterze o promieniu R to
R-((a+08+7v)—m).
Liczbe A(T) := 7 — (a + 8 + 7v) nazywa sie defektem tréjkata.



Ambitni moga sprébowaé¢ udowodnié
steryczne twierdzenie sinuséw

sin a sin b sin ¢

: . — . 9
sina  sinf3  sinvy

gdzie a, b, ¢ to boki, a a, 3, v to lezace naprzeciw katy trojkata
sterycznego;



Ambitni moga sprébowaé¢ udowodnié
steryczne twierdzenie sinuséw

sin a sin b sin ¢

: . — . 9
sina  sinf3  sinvy

gdzie a, b, ¢ to boki, a a, 3, v to lezace naprzeciw katy trojkata
sterycznego;

jeszcze BARDZIEJ Ambitni mogg udowodni¢
steryczne twierdzenie cosinusow

cosa = cos bcos c 4+ sin bsin ¢ cos «.

Oba te twierdzenia odkryli Arabowie w X wieku.



Archimedes (O kuli ¢ walcu) obliczyt pole kota na sferze
jako wniosek z twierdzenia:

Pole sfery jest rowne polu powierzchni boczne]
opisanego na niej walca.

Spostrzezenie. Sfere 1 opisany na niej walec g 4
przecinamy dwiema plaszczyznami
prostopadiymi do jego osi. P r
Pole wycietej powierzchni bocznej walca
jest rowne polu stozka Scietego
opisanego na tej warstwie stery

w polowie je] wysokosSci.
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Aby obliczyé¢ pole sfery

sfere (i walec) mozemy pociaé
na coraz drobniejsze warstwy,
a suma powierzchni bocznych
powstatych dla kazdej warstwy
stozkow Scietych bedzie rowna
sumaryczne] powierzchni bocznej walca.

Whniosek I. Korzystajac z tego,
ze clag staly jest zbiezny,
mamy pole sfery = 2rR - 2R = 4nr?. czyli v = 4n.




Whiosek II. Pole kola na sferze jest réwne nr?, gdzie r
jest odlegtoscia (przestrzenng!) srodka okregu od jego brzegu.

Istotnie, pole czaszy jest rowne 2R - h,
czyli - (2R - h) = 7r?




Whiosek II. Pole kola na sferze jest réwne nr?, gdzie r
jest odlegtoscia (przestrzenng!) srodka okregu od jego brzegu.

Istotnie, pole czaszy jest rowne 2R - h,
czyli - (2R - h) = 7r?

Dla mieszkancéw sfery to r nie ma sensu.
Dla nich promieniem kota na sferze jest tuk KL,
oznaczmy go g, o1t
czyli jest to kat KOL pomnozony przez R.

Poniewaz /KOL = QLKML
ir=2Rsin /KML, wiec r> = 4R?sin®* /KML =
= 2R?*(1 — cos LKOL) =2(1 —cos %) - R

\

M

Tak wiec pole kota na sferze to 27(1 — cos %) - R,
Zauwazmy, ze jest zawsze mniejsze od pola kola na ptaszczyznie.



Geometrie uprawiano w oparciu o postulaty
sformulowane w Elementach Euklidesa:

1. Od dowolnego punktu do dowolnego innego
mozna poprowadzi¢ prosta.
2. Ograniczong prostg mozna dowolnie przedtuzy¢.
3. Z dowolnego srodka dowolnym promieniem mozna opisac okrag.
4. Wszystkie katy proste sg rowne.
5. Jesli suma katéw wewnetrznych
jednostronnych, utworzonych
przez dwie proste przeciete
trzecia, jest mniejsza od dwoch
katoéw prostych, to proste te
po przedtuzeniu przetng sie
1 to z tej wiasnie strony. .




Problem Proklosa: czy V postulat Euklidesa jest potrzebny?

stworzyl (ewentualne) zapotrzebowanie
na inng geometrie niz euklidesowa czy sferyczna.

Jej (ewentualne) wlasnosci pojawialy sie jako przestanki
“dowodow” V postulatu Euklidesa
opartych — z zatozenia — na czterech pierwszych postulatach.



Problem Proklosa: czy V postulat Fuklidesa jest potrzebny?
stworzyl (ewentualne) zapotrzebowanie

na inng geometrie niz euklidesowa czy sferyczna.

Jej (ewentualne) wlasnosci pojawialy sie jako przestanki
“dowodow” V postulatu Euklidesa

opartych — z zalozenia — na pierwszych czterech postulatach.

Juz z czterech postulatow I = Su(k) A
wynika, ze

przez punkt poza prostg Su(P)

mozna na plaszczyZnie x M

poprowadzi¢ do nie]
prosta roztaczna.

*



Oto “dowdd” V postulatu autorstwa Farkasa Bolyaia:
Na plaszczyzinie przez punkt poza prostg mozna poprowadzic¢ tylko
jedng prostq z nig roztgczng.
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Oto “dowdd” V postulatu autorstwa Farkasa Bolyaia:
Na plaszczyzinie przez punkt poza prostg mozna poprowadzic¢ tylko
jedng prostq z nig roztgczng.

é srodek okregu opisanego
m na trojkacie PQR
lezy na symetralnych bokéw
P PQi PR
P I czyli na k1 m,
B a wiec proste te przecinaja sie.




Girolamo Saccheri udowodnil poprawnie,

nie korzystajac z V postulatu,

ze suma katow trojkata nie moze byé¢ wieksza od m,

a wiec wykluczyt geometrie steryczna

z grona geometrii opartych na pierwszych czterech postulatach.

Co wiecej, probowal stworzy¢ inna geometrie od euklidesowe],
speiniajaca poczatkowe cztery postulaty.

Za jego przyktadem poszio wielu matematykow.



Immanuel Kant (1724 — 1804), Krytyka czystego rozumu
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Immanuel Kant (1724 — 1804), Krytyka czystego rozumu

Hukonan Vsanosuu Jlobauesckum (1793 — 1856)
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Kat réwnoleglosci
jest réwny 2 arc ctg e*/". X

Janos Bolyai (1802 — 1860)

Rownoleglg mozna skonstruowac
cyrklem 1 linijka.




Carl Gauss uogoélnit geometrie sferyczna,

tworzac geometrie wewnetrzng powierzchni,

czyli teorie tego, co sie nie zmienia,

gdy powierzchnie poddajemy deformacjom
niezmieniajacym diugosci zadnej lezacej na niej krzywej.

Okazato sie, ze nie zmieniajg sie wtedy takze
katy miedzy krzywymi
1 pola obszaréw na tej powierzchni lezacych.

I w ten sposob liczba réznych dwuwymiarowych geometrii
stata sie wtasciwie nieskonczona.
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Gauss udowodnit tez theorema egregium, wskazujace jeszcze jedng
wlasnos¢ powierzchni nalezacag do geometrii wewnetrzne;j
— krzywizne.



Krzywizna krzywej (w punkcie) to odwrotno$é¢ promienia najlepie;
udajacego ja okregu.

Krzywizna normalna powierzchni (w punkcie, w danym kierunku
stycznym) to krzywizna przeciecia powierzchni
plaszczyzng prostopadla do jej ptaszczyzny stycznej.

(Euler) Jesli krzywizny normalne (w punkcie) nie sa stale,
to przyjmuja dwa ekstrema w kierunkach prostopadtych.

(Gauss) Theorema ergregium:
iloczyn ekstremalnych krzywizn normalnych
nalezy do geometrii wewnetrznej.

Dzis nazywamy ten iloczyn krzywizna Gaussa.



(Gauss) |ABC| - K = —A(ABC)

(Lambert) Gdy krzywizna powierzchni jest réwna —1/R?,
pole kota o promieniu r na te] powierzchni
dane jest przez 2m(cosh & — 1)R”.



(Gauss) |ABC| - K = —A(ABC)

(Lambert) Gdy krzywizna powierzchni jest réwna —1/R?,
pole kota o promieniu r na te] powierzchni
dane jest przez 2m(cosh & — 1)R”.

Poréwnujac kota o tych samych promieniach » > 0
na powierzchniach o krzywiznie 1, 0 1 —1 mamy
2m(1 — cosr) < mr? < 2m(coshr — 1),

2 4 6
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bocosr—l—g—kﬂ—a
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acoshr:1—|—§—|—ﬂ—|—a—|—...

Tak wiec, gdy krzywizna jest dodatnia, powierzchni jest mnie;]
niz na zwyklej ptaszczyznie, a gdy jest ujemna — wiecej.



Odpowiednikiem—przeciwstawieniem sfery,
powierzchnig o stalej krzywiznie ujemnej jest pseudosfera
powstajaca przez obrot traktrysy.

Jej krzywizna to |QP’|?.

Ma ona jednak punkty osobliwe.



Bernhard Riemann w wykladzie habilitacyjnym uogdélnit
teorie powierzchni Gaussa na dowolny skonczony wymiar.

Rozmaitosc: obiekt sklejony z “tatek”
odpowiedniowymiarowej przestrzeni euklidesowe;]

plus do$¢ dowolny iloczyn skalarny,

czyli zestaw wspotczynnikéw w sumie A @ B := > w; ja;b;,
]

gdzie a; 1 b; to wspotrzedne punktow A i B rozmaitosci;

zada sie by Ae B = Be A, dla dowolnych A i B,

oraz by Ae A > 0.



Bernhard Riemann w wykladzie habilitacyjnym uogdélnit
teorie powierzchni Gaussa na dowolny skonczony wymiar.

Rozmaitosc: obiekt sklejony z “tatek”
odpowiedniowymiarowej przestrzeni euklidesowe;]

plus do$¢ dowolny iloczyn skalarny,

czyli zestaw wspotczynnikéw w sumie A @ B := > w; ja;b;,
]

gdzie a; 1 b; to wspotrzedne punktow A i B rozmaitosci;

zada sie by Ae B = Be A, dla dowolnych A i B,

oraz by Ae A > 0.

Przyktad: w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowe;j
w; ; jest dla @ = j réwne 11 dla ¢ # j réwne 0.



Iloczyn skalarny definiuje geometrie na rozmaitosci:
dtugosé wektora @ to |v| := VU e U,

Sy

U e

a cosinus kata miedzy wektorami v i w to

—

] - |
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‘.
Ale krzywizne Gaussa trzeba juz zdefiniowaé¢ inacze;j.

(Weingarten) Krzywizna Gaussa to stosunek pola odwzorowania
sterycznego do pola danej powierzchni.

Odwzorowanie stery to sfera jednostkowa, walca to okrag,
ptaszczyzny to punkt, torusa to zbidr pusty itd.



W tak zdefiniowanej geometrii riemanowskiej zachowana jest
zaleznos¢ miedzy krzywizna a iloscig przestrzeni.

Daje to w Ogélnej Teorii Wzglednosci
utozsamienie masy 1 krzywizny:
krzywizna zmniejsza 1loS¢ przestrzeni,
czyli Scigga wszystko do siebie,
tak jak masa czyni to za pomocg grawitacji.

W ten sposdb bardzo duza krzywizna definiuje réwniez czarne
dziury: krzywizna Sciggneta wiecej przestrzeni niz jej byto.

John Archibald Wheeler, General Relativity



Gdy uznamy, iz fizyka OTW
to tylko cze$¢ praw rzadzacych swiatem,
mozemy rozwazyc¢ jeszcze inny problem:

usytowanie naszego swiata w nadprzestrzeniach
(teoria superstrun, supersymetrie itp.).

Tu jest np.

(Borsuk) n-wymiarowsa
przestrzen euklidesowsg

mozna 1zometrycznie wewnetrznie
zanurzy¢ w dowolnie mata kulke
(n + 1)-wymiarowe;

przestrzeni euklidesowe].



Gdy uznamy, iz fizyka OTW
to tylko cze$¢ praw rzadzacych swiatem,
mozemy rozwazyc¢ jeszcze inny problem:

usytowanie naszego swiata w nadprzestrzeniach
(teoria superstrun, supersymetrie itp.).

Tu jest np. Przyktad dla n = 1:
(Borsuk) n-wymiarowa spirala opisana zaleznos$cia
przestrzen euklidesowsq r(p) = A 2041

mozna 1zometrycznie wewnetrznie 2 p+1

zanurzy¢ w dowolnie matg kulke nawija [0, +00)
(n + 1)-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej].

na koto o promieniu 4

2
tak, ze miesci sie to
w kole o promieniu A.



Gdy uznamy, iz fizyka OTW
to tylko cze$¢ praw rzadzacych swiatem,
mozemy rozwazyc¢ jeszcze inny problem:

usytowanie naszego swiata w nadprzestrzeniach
(teoria superstrun, supersymetrie itp.).

To przyktad dla n = 2

st NV

(Borsuk) n-wymiarows
przestrzen euklidesowsg

_ \
mozna izometrycznie wewnetrznie /\/ N/ \/\ /1

zanurzy¢ w dowolnie mata kulke

(n + 1)-wymiarowe; ,*\4 AN /T\' /;\r A

przestrzeni euklidesowej].




Gdy rozmaitoscia bedzie péiplaszczyzna x > 0,
a iloczyn skalarny bedzie dany przez

_ 102 _ _
w1 =w22 =1/ 1w 2 =ws1 =0,

to otrzymamy geometrie Bolyaia—t.obaczewskiego,
zwang rowniez hiperboliczng.

Powstaje pytanie, jak w takim modelu wygladaja proste,

czyli, mowiac jezykiem geometrii riemanowskiej, geodezyine.



(Geodezyjne charakteryzuje kazdy z trzech rownowaznych warun-
kow: sg one

e najmniej krzywe,

(Muesnier) Krzywizna krzywej
na powierzchni zalezy
od krzywizny normalne;j
W nastepujacy sposob:
RN

K =
sinq’ .

gdzie « jest katem miedzy
ptaszczyzng styczna do powierzchni

1 ptaszczyzng Scisle styczna do krzywe;.

Czyli geodezyjna ma krzywizne réwng krzywiznie normalne;j.



(Geodezyjne charakteryzuje kazdy z trzech rownowaznych warun-
kow: sg one

e najmniej krzywe,

e lokalnie najkrotsze; /
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(Geodezyjne charakteryzuje kazdy z trzech rownowaznych warun-
kow: sg one

e najmniej krzywe,
czyli ich krzywizna jest stale rowna
krzywiznie normalnej;

e lokalnie najkrotsze;

e frontalne.
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W przytoczonym modelu geometrii Bolyaia—t.obaczewskiego

prostymi sg potokregi i proste prostopadte
do brzegu poéiptaszczyzny,

a odlegtos¢ punktow A i B mozna obliczy¢ jako modut logarytmu
z dwustosunku tych punktéw 1 koncow prostej na ktorej leza:

AP[-|BQ)
[AQ[ - |BPI|

log

gdzie | XY | to euklidesowa odlegtosé punktéow modelu.



Dla bardziej (jak ja) lubiacych rysowaé niz rachowac
bardziej przydatny do zapoznania sie
z geometrig Bolyaia—t.obaczewskiego jest model Kleina, gdzie

e cala ptaszczyzna to wnetrze kota.

e geodezyjne (proste) to cieciwy, // /\
e proste rownolegte to majace P \
wspolny punkt na brzegu, /:jf__\ / ‘i.

e nadrownolegle
to catkiem roztaczne,

,
L
.
£
M

e a dwie proste sg prostopadle,
gdy przedtuzenie jednej przechodzi
przez punkt przeciecia stycznych
wystawionych w koncach drugie;.



Zadania.

1 (tatwe). Wykaz, ze dwie proste
sg nadrownolegte

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

majg wspolng prostopadiy.

2 (Srednie). Narysuj

w modelu Kleina

trojkat, ktorego wysokosci
nie przecinaja sie.

3 (trudne). Narysuj

w modelu Kleina
trojkat, na ktérym

nie mozna opisac¢ okregu.




Geometria eliptyczna powstaje z geometrii sterycznej
przez utozsamienie antypodow.

A

P i ¢

Jak widac,
np. trzy proste -
nieprzechodzace
przez jeden punkt dzielg -
ptaszczyzne eliptyczna A
na cztery trojkaty.

2l

N\
N&__,/A

\




A to dowdd (materialny!), ze ptaszczyzna eliptyczna
nie miesci sie w tréjwymiarowej przestrzeni.




Zadania.

1. Wykaz, ze

cala ptaszczyzna eliptyczna
lezy po jednej stronie
kazdej swojej prostej.

2. Wykaz, ze

na plaszczyznie eliptyczne]
symetria osiowa A
jest tez

symetrig Srodkowsg

(czyli jest nieorientowalnal)




(Mickiewicz) .. .takie widzi $wiata koto,

jakie tepymi zakresla oczy. ..

(Klein) Geometrie lokalnie zgodne z dang geometria
sg je] geometriami ilorazowymi
w dziataniu jednostajnie nieciagltych podgrup jej izometrii.

stownik
1zometria = przeksztalcenie nie zmientajqgce odlegtosct
grupa przeksztalcen = takt ich zbior G, ktory zawiera identycznosc,
jest zamkniety na ztozenia
v dla kazdego z G i1stnieje w G przeksztalcenie do niego odwrotne
podgrupa = cze$¢ grupy bedaca grupg
grupa jednostajnie nieciqgglta = zlozona z przeksztalcen odrzucajgcych
kazdy niestaly punkt co nagjmniej o z gory danqg odlegtosé
orbita = zbiér wszystkich obrazéw punktu w przeksztalcentach z G
przestrzen ilorazowa = przestrzen orbit
metryka tlorazowa = minimum odleglosci punktow z orbit



(Klein) Istnieje pie¢ dwuwymiarowych rozmaitosci,
na ktérych mozliwa jest geometria lokalnie euklidesowa:
plaszczyzna, walec, wstega Moebiusa, torus, butelka Kleina,

przy czym odpowiednie grupy jednostajnie nieciggte generujg
identycznosé¢, jedno przesuniecie, jedna symetria z poslizgiem, dwa
przesuniecia o roznych kierunkach, jedna symetria z poslizgiem i
jedno przesuniecie w innym kierunku.

Liczba tych geometrii jest rézna:
1, 1, 1, dwa parametry rzeczywiste, jeden parametr rzeczywisty.

Warto zwroci¢ uwage, ze sg
dwie mozliwosci dajace geometrie nieorientowalne
1 dwie dajace geometrie ograniczone.



(Klein) Istniejg dwie rozmaitosci, na ktérych mozliwa jest
geometria o statej krzywiznie dodatnie]

1 nieskonczenie wiele, na ktorych mozna zrealizowa¢ geometrie
o statej krzywiznie ujemnej.

Ponadto wiadomo, jakie mozliwe sa dwuwymiarowe rozmaitosci
1 algorytm sprawdzenia, czy dane dwie rozmaitosci sg rozne.

Ponadto na kazdej dwuwymiarowej rozmaitosci mozna zrealizowac
co najmniej jedng geometrie o statej krzywiznie.

Tej ostatniej wiasnosci nie maja rozmaitosci wyzej wymiarowe.

Powstal tez problem, jakie w ogdle sa mozliwe wysokowymiarowe
rozmaitosci.



(Andriej Markow, syn) Nie istnieje algorytm pozwalajacy
sprawdzi¢, czy dane dwie rozmaitosci wymiaru wiekszego niz 3
sg rozne.

(Thurston) Na rozmaito$ciach tréjwymiarowych mozliwe jest tylko
8 réznych geometrii.

Hipoteza geometryzacyjna Kazdg rozmaitos¢ trojwymiarowsq
mozna pocigé na takie kawatki,
ze na kazdym z nich bedzie mozliwa jakas geometria.

Préby rozwigzania tych obu probleméw
chirurgie, czyli zmiany dyskretne; potoki, czyli zmiany ciagte

['puropun fAxoBaeBuu Ilepesnman (ur. 1966) ta druga metoda
rozwigzal oba te problemy.



Astrofizycy dzis§ twierdza, iz z ich badan wynika, iz
“Wszechswiat jest ptaski”, co oznacza, ze Wszechswiat OTW
to fluktuacje rozmaitosci o krzywiznie zero.

Gdyby mieli racje, to Wszechs§wiat bytby jedna z 18 mozliwych
rozmaitosci, na ktérych mozliwa jest geometria euklidesowa,
czyli bylby jedng z przestrzeni ilorazowych

zwyktej tréjwymiarowe] przestrzeni.

Wsrod nich jest jest 10 orientowalnych i 10 ograniczonych.
Tych, ktére sg jednoczesnie i ograniczone i orientowalne jest 6
i one (tzw. malte wszechswiaty) sg obecnie

najmodniejszym tematem badan.

Polecam Nikulin, Shafarevich, Geometries and groups,
dostepne w sieci.



Warto zwréci¢ jeszcze uwage na fakt, ze
fragmenty jednej geometrii moga prezentowaé inna,
tak jak powierzchnie w zwyktej przestrzeni euklidesowe;.
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