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Zadania tatwe

. Narysuj na kartce mape wymyslonego Stumilowego Lasu. Zaznacz na niej: chatke Pu-
chatka, drzewo z pszczotami oraz drzewo z domem Przemadrzaltej Sowy. Na dole kartki
wzdhuz krawedzi niech plynie Rzeka. Zaktadajac, ze Twoja mapa ma skale 1 : 10000 (1
cm na mapie to 100 m w rzeczywistosci), oblicz odlegltosci pomiedzy chatka Puchatka, a:

e drzewem z pszczotami,

e drzewem z domem Przemadrzalej Sowy.
w poszczegolnych metrykach:

(a) euklidesowej

d((‘rl?yl)? (x27y2)) = \/(‘7‘12 —131)2 + (y2 _y1)27

(b) miejskiej
d((xlayl)a (x27y2)) = ‘xQ - $1| + ’y2 - y1|7

(c) maksimum
d((z1,31), (w2,92)) = max(|z2 — x4, ly2 — 1),

(d) dyskretne;
O dla X1, = (9,
d((xl,yl),(xg,yQ)):{l (z1,91) = (22,12) ,
WpD.
(e) rzeki
ly2 = 1 dla 1 = x9

lyr| + |22 = 21| + |y2] Wpp.

d((z1,91), (x2,32)) :{



2. Kotem o promieniu r o srodku w punkcie (x,y) w metryce d nazywamy zbiér punktow
odlegtych w tej metryce od punktu (z,y) o co najwyzej r. Narysuj na plaszczyznie kota
0 promieniu }l i o promieniu 4 w nastepujacych metrykach:
e cuklidesowej,
e miejskiej,
e maksimum.

3. Narysuj kota z poprzedniego zadania w metrykach:

e dyskretnej,
e rzeki.

4. Supremum ,z czegos” to najmniejsza liczba rzeczywista wieksza lub réwna wszystkim
liczbom ,czego$”. Jesli natomiast nie istnieje taka liczba rzeczywista, to méwimy, ze
supremum jest nieskonczone. Srednicg zbioru A w danej metryce d nazywamy supremum
z wartosci odlegtosci pomiedzy dwoma dowolnymi punktami zbioru A (i oznaczamy d(A)).
Jaka jest srednica, w zwyklej metryce euklidesowej na plaszczyznie:

e kota o promieniu 17

e kwadratu o boku 17

e okregu o promieniu 17
e odcinka [0,1]?

e odcinka (0,1)?

e zbioru {(z,y) : (x =0A0<y<l)Vv(0<z<lay=1)v(z=1A1<y<2)
v(il<z<2ry=2)}7?

e pierwszej ¢wiartki {(z,y): x>0,y >0}?
e osi (OX)?
5. Czy mozna uprosci¢ definicje srednicy, podang w poprzednim zadaniu, w nastepujacy
sposOb: ,$rednica to najwieksza mozliwa odleglto$é pomiedzy dwoma punktami zbioru”?

Kiedy taka definicja bytaby poprawna?

Wskazowka: Rozwaz przypadki z poprzedniego zadania.

6. Wezmy zbidr, ktéry jest prostokatem o wierzchotkach w punktach (0,0), (3,0), (3,4),
(0,4) (oczywiscie w zwyklym kartezjaniskim uktadzie wspolrzednych). Jaka jest $rednica
tego zbioru w metryce:

e cuklidesowej?
e miejskiej?
7. Zmajdz srednice tego samego zbioru w metrykach:

e maksimum,
e dyskretnej,

o rzeki.



8.

10.

11.

12.

13.

14.

Twierdzenie Eulera o wieloscianach wypuktych mowi, ze w dowolnym wieloscianie wy-
puklym, jesli s to liczba Scian, k to liczba krawedzi oraz w to liczba wierzchotkow, to:

w+s—k=2.
Sprawdz, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla:
(a) szescianu,
(b) o$mioscianu foremnego,
()
(d)

graniastostupa prawidtowego o podstawie w postaci szesciokata foremnego,

dwudziesto$cianu foremnego.

Sklej wstege Mobiusa i sprawdz co sie stanie jesli przetniesz ja wzdluz w potowie jej
szerokosci. Dlaczego tak sie dzieje? Otrzymana petle przetnij znow wzdtuz w potowie jej
szerokosci. Co otrzymaltes?

Sklej wstege Mobiusa i sprawdz co sie stanie jesli przetniesz ja wzdhuz w jednej trzeciej
jej szerokosci. Dlaczego tak sie dzieje?

Postepuj podobnie, jak w zadaniu [9] ale tym razem przed sklejeniem skreé pasek papieru
nie raz, a dwa razy. Co otrzymasz po przecieciu? A co bedzie jesli poczatkowy pasek
papieru skrecisz trzy razy?

Postepuj podobnie, jak w zadaniu[10] ale tym razem przed sklejeniem skreé¢ pasek papieru
nie raz, a dwa razy. Co otrzymasz po przecieciu? A co bedzie jesli poczatkowy pasek
papieru skrecisz trzy razy?

Rozwaz litery alfabetu: ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWYZ. Ktére z nich sa ze soba
homeomorficzne? Zatéz, ze poszczegdlne litery nie maja zadnych ozdobnikéw — sa po
prostu ztozone z cienkich kresek.

Wskazéwka: Np. C oraz Z s¢ homeomorficzne, bo to po prostu powyginany odcinek. Nie sqg one
homeomorficzne z E, bo E ma punkt, w ktérym zbiegajq sie kreski z 3 kierunkow.

Majac dana krzywa na ptaszczyznie jej krzywizng w danym punkcie nazywamy odwrot-
nos¢ promienia okregu stycznego do tej krzywej. Intuicyjnie mozemy powiedzie¢, ze okrag
jest styczny do krzywej w danym punkcie, jesli na mrowke poruszajaca sie ze stalg pred-
koscig po tej krzywej dziata taka sama sita odsrodkowa, jak na mrowke poruszajaca sie
po tym okregu w tym punkcie. Mozemy tez ustali¢, ze poczatkowa krzywa ma ustalony
kierunek ruchu i zakrety w lewo maja krzywizne dodatnia, a zakrety w prawo — ujemna.
Zmajdz wartos¢ krzywizny krzywej narysowanej na ponizszym rysunku w poszczegdlnych
punktach.



15.

16.

Otwartym odcinkiem (a,b) na prostej rzeczywistej nazwiemy zbiér wszystkich punktéw x
takich, ze a < x < b. Powiemy natomiast, ze pewien podzbidr prostej jest otwarty, jesli jest
sumg dowolnie wielu odcinkéw otwartych. Zweryfikuj, ze nastepujace zbiory sa otwarte:

(0,1)u(3,4),
(0,1)~ {3},
(0,00,

cala prosta rzeczywista R.

Wskazowka: Zadanie polega na tym, zeby przedstawié¢ powyzsze zbiory jako sume pewnej liczby
(byé moze nieskoriczenie wielu) odcinkéw otwartych.

Trzy domy nalezy potaczy¢ liniami z dostawcami gazu, wody i elektrycznosci. Linie nie
moga si¢ przecina¢ ani przechodzi¢ przez domy i dostawcéw. Sprobuj wykonaé zadanie
dla trzech doméw znajdujacych sie na:

(a) plaszczyznie,

(b) torusie?

Zadania troche mniej tatwe niz tatwe

Sprawdz, ze podane w zadaniu [1| z serii Latwych wzory zadaja dobrze zdefiniowane me-
tryki na ptaszczyznie.

Wskazowka: Przypominamy, zZe aby metryka byla poprawnie okreslona, musi spetniaé trzy wa-
runki:

e po pierwsze, zerowa odleglo$é oznacza, Ze jestesmy w tym samym punkcie (d(A,B) =0
wtedy 1 tylko wtedy, gdy A= B);

e po drugie, jest symetryczna (d(A,B) =d(B,A));

e po trzecie, spelnia nierdwnosé trdjkata (czyli dla kazdych trzech punktow A, B,C' zachodzi
d(A,C)<d(A,B)+d(B,(C)).

W zadaniach chodzi wiec o sprawdzenie tych trzech warunkdéw.

(a) Czy metryka maksimum jest faktycznie metryka?

(b) Czy metryka dyskretna jest faktycznie metryka?

(c) Czy metryka rzeki jest faktycznie metryka?
Poznalismy w zadaniach tatwych metryki: euklidesowa, miejska, maksimum, dyskretng i
rzeki. Zaproponuj swoja, inng, ciekawa metryke na ptaszczyznie. Sprawdz, czy na pewno

jest to metryka. Narysuj w niej powyzej wymienione kota i policz $rednice wyzej zdefinio-
wanego prostokata (patrz zadania tatwe).



. Znudzony na jakiej$ ciekawej przerwie zaczetas/zaczate$ na karce w zeszycie rysowaé
przylegajace do siebie kolejne figury, tworzac pewng siatke z nich ztozong. Powiedzmy,
ze liczba obszaréw ograniczonych tymi figurami wynosi s (liczac tacznie z obszarem na
zewnatrz narysowanej siatki), liczba krawedzi w siatce wynosi k, za$ liczba wierzchotkow
siatki wynosi w. Jaka zaleznos¢ taczy te liczby? Dlaczego?

Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia Eulera, patrz zadanie[§ z zadari latwych.

. Powiedzmy, ze swoja siatke z poprzedniego zadania narysowatas/es na sferze, a nie na
plaszczyznie. Czy co$ zmieni sie w tej zaleznosci?

. A co by byto, gdyby siatke z zadania [3| narysowaé na torusie? Jaka wtedy bytaby zalez-
nosc¢?

Wskazoéwka: Mozna rozcigé torus, w wyniku czego dojdg dwie dodatkowe Sciany, a nasza siatka
stanie sie wieloScianem.

. Prowadzisz laboratorium, w ktérym przechowywane sg niebezpieczne wirusy. Laborato-
rium zawiera 16 pokoi utozonych w kwadracie 4 x4. 7 kazdego pokoju sa drzwi do kazdego
pokoju sasiadujacego z nia $ciana. Wejscie do laboratorium prowadzi do jednego z naroz-
nych pokoi, a wyjscie z niego jest w naroznym pokoju po przekatnej wzgledem pokoju
wejsciowego. W wyniku trzesienia ziemi wszystkie pokoje, poza pokojem wejsciowym zo-
staly skazone niebezpiecznymi wirusami. Na szczescie posiadasz kombinezon ochronny, a
kazdy pokéj jest wyposazony w dzwignie stuzaca do jego unicestwienia (ktére oczywiscie
dokonuje sie po wyjsciu z tego pokoju). Oczywiscie do unicestwionego pokoju nie da sie
wroci¢. Ponadto system bezpieczenstwa powoduje, ze nie mozna opuscic¢ skazonego pokoju
bez pociagniecia za dzwignie prowadzaca do jego unicestwienia. Czy dasz rade uratowaé
swiat i unicestwi¢ wszystkie pokoje wchodzac do labu wejsciem i bezpiecznie wychodzac
wyjsciem?
Wskazowka: Pamietaj, ze wejSciowy pokdj nie jest skazony.

. Wyobraz sobie rozciaggliwy kawatem kawalek materiatu w ksztalcie szesciokata. Jaka po-

wierzchnia powstanie po sklejeniu bokéw zgodnie ze strzatkami (sklejamy tego samego
typu strzaltki ze soba)?

Wskazowka: Narysuj kilka takich szesciokgtow obok siebie. Nastepnie narysuj romb, ktorego
wierzchotki to Srodki czterech takich sze$ciokgtow. Jak sklejane sq jego boki?



10.

. Majac dwuwymiarowg powierzchni¢ w trojwymiarowej przestrzeni mozemy zastanowic si¢

nad jej krzywizna (patrz zadanie |14z zadan tatwych). Po prostu przecinajac te powierzch-
nie w danym puncie ptaszczyznami w réznych kierunkach dostajemy rézne krzywe i rozne
ich krzywizny. Okazuje si¢, ze zawsze w jednym kierunku taka krzywizna jest najmniejsza,
a w prostopadtym kierunku jest najwieksza — te dwie krzywizny nazywamy krzywiznami
gtownymi. Jesli sa powyginane w przeciwne strony to jednej z niej nadamy znak ujemny;,
a drugiej dodatni. Srednig krzywizna nazywamy ich sume, za$ krzywizng Gaussa — ich
iloczyn. Niech bedzie dany walec o promieniu 1. Tle wynosza jego krzywizny gtéwne (w
dowolnym punkcie)? Ile wynosi jego krzywizna srednia? A ile wynosi krzywizna Gaussa?

. Podzbior prostej nazywamy zbiorem domknietym, jesli jest dopetnieniem zbioru otwartego

(patrz zadanie 15|z serii zadan tatwych). Zweryfikuj, ze nastepujace zbiory sa domkniete:

o {2017},

[0,1] (punkty x takie, ze 0 <z < 1),
{0,2017},

[0,00),

@ (zbibér pusty).

Wskazowka: Zadanie polega na sprawdzeniu, Ze dopeinienia tych zbioréw da sie przedstawic jako
sumy odcinkow otwartych.

Podaj przyklad zbioru A ¢ R, ktéry nie jest ani otwarty ani domkniety. Uzasadnij!

Zadania trudniejsze

. Udowodnij twierdzenie Eulera o wieloscianach wypuklych (patrz zadanie |8 z zadan ta-

twych).

Wskazowka: Zaloz, ze wieloScian zrobiony jest z rozciggliwej gumy. Jesli usuniesz jedng Sciane
da sie go zatem rozprostowac na plaszczyzne. Podziel teraz wszystkie sciany niebedgce trojkgtamsi
na trojkaty, rysujgc odpowiednie przekgtne (dojdg wiec nowe $ciany i krawedzie, ale zauwaz, Ze
wyrazenie po lewej stronie w twierdzeniu sie nie zmieni). Nastepnie usuwaj tréjkgty poczynajgc
od tych najbardziej skrajnych. Jak usuniecie takiego trojkgta wplywa na wyrazenie po lewej stro-
nie w twierdzeniu? Rozwaz tu dwa przypadki: skrajny trojket moze miec jedng lub dwie krawedzie
do ktorych nie przylega Zaden inny trojkagt.

. Rozwaz zadanie [5| z serii mniej tatwych niz tatwe w przypadku rozmaitosci, ktora jest

yborusem”, ale nie z jedng dziura, a z d dziurami. Jak bedzie wyglada¢ twierdzenie Eulera
na takiej powierzchni?

. Wykaz korzystajac z twierdzenie Eulera o wieloScianach, ze nie mozna potaczy¢ doméw

z zadania [§] z zadan tatwych, lezacych na plaszezyznie do wszystkich trzech dostawcow.
Wskazowka: Siatka, ktorg utworzylyby polgczenia doméw mialaby 6 wierzcholkéw (3 domy i 3
dostawcow) 1 9 polgczen.

Rozwaz zadanie z laboratorium (patrz zadanie [6] z serii zadan mniej tatwych niz latwe).
Co by byto, gdyby pokodj wejsciowy tez byt skazony? Czy wtedy da si¢ ocali¢ swiat?



Wskazowka: Pokoloruj pokoje tak, jak jest pokolorowana szachownica. Zauwaz, Ze wejscie © wyj-
scie bedqg rozinych kolorow.

5. Dany jest torus, ktérego promien wewnetrznego réwnika wynosi 1, zas promien zewnetrz-

nego réwnika wynosi 5. Jakie sa jego krzywizny: gtéwne, $rednia i Gaussa (patrz zadanie
z serii zadan mniej tatwych niz tatwe) w:

e punkcie potozonym na wewnetrznym réwniku,

e punkcie potozonym na zewne¢trznym rowniku.

Literatura dodatkowa

[1]

Krzysztof Ciesielski and Zdzistaw Pogoda. Bezmiar matematycznej wyobrazni. Wiedza
Powszechna, Warszawa, 1995. rozdzialy 6 i 7.

Richard Courant, Herbert Robbins, and lan Stewart. Co to jest matematyka? Proszynski
i S-ka, Warszawa, 1998. rozdzialy: V.2, V.31 V.4.

Tony Crilly. 50 teorii matematyki. PWN, Warszawa, 2009. rozdzialty: 23, 29, 48.

Richard Feynman. Sze$¢ trudniejszych kawatkéw. Proszynski i S-ka, Warszawa, 1999.
rozdziat 10.

David Filkin. Wiszechswiat Stephena Hawkinga. Rebis, Poznan, 1998. rozdzial 5.

John Gribbin and Mary Gribbin. Czas i przestrzen. Arkady, Warszawa, 1995. rozdziaty:
19, 20 i 21.

Stephen Hawking. Krotka historia czasu. Alfa, Warszawa, 1990. rozdziat 2 i 6.

Stephen Hawking. Wszechswiat w skorupce orzecha. Zysk i S-ka, Poznan, 2002. rozdziaty:
1i2.

Stephen Hawking. [lustrowana teoria wszystkiego. Zysk i S-ka, Poznan, 2004. rozdzialty 3.
Szczepan Jeleniski. Sladami Pitagorasa. WSiP, Warszawa, 1995. rozdzial: V1.4.

Marek Kordos. Wyktady z historii matematyki. Script, Warszawa, 2005. rozdziaty: 15, 19
i2l.

Nigel Langdon and Charles Snape. Sciezki matematyki. Gdanskie Wydawnictwo Oéwiato-
we, Gdansk, 1998. rozdziat 24.

Jay Orear. Fizyka, tom 1. WNT, Warszawa, 1998. rozdziat 9.

Roger Penrose. Makroswiat, mikroswiat i ludzki umyst. Proszynski i S-ka, Warszawa, 1997.
rozdzial 1.

Roger Penrose. Nowy umyst cesarza. PWN, Warszawa, 2000. rozdziaty V.12 i V.15.

Pawet Strzelecki. Matematyka wspotczesna dla myslgcych laikow. Wydawnictwa Uniwer-
sytetu Warszawaskiego, Warszawa, 2015. rozdzialy 4, 51 9.



	Zadania łatwe
	Zadania troche mniej łatwe niz łatwe
	Zadania trudniejsze

