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Ré6zne geometrie i modele w pigulce

1. Geometria euklidesowa:

e przez punkt poza dana prosta mozna poprowadzi¢ doktadnie jedna prosta rownolegta
do niej,
e suma katéw w kazdym trojkacie wynosi 180°.

2. Geometria hiperboliczna:

e przez punkt poza dang prosta mozna poprowadzi¢ wiele prostych réwnolegtych do
niej,

e suma katow w kazdym trojkacie jest mniejsza niz 180° i im trojkat jest wigkszy tym
bardziej.

e modele (nalezy o nich mysleé¢, jak o mapach kuli ziemskiej — kazda mapa idzie na
kompromis i pewne cechy, np. katy odwzorowuje dobrze, a inne, np. pola Zle):

— Model Poincarégo
x cala plaszczyzna miesci sie w kole bez brzegu,

* proste to srednice (bez koricéw) oraz tuki okregéw obustronnie prostopadtych
do brzegu (méwimy, ze okregi sa prostopadte, jesli prostopadte sa proste
styczne do nich w tym punkcie)

* model ten zachowuje katy, ale oczywiscie nie zachowuje odlegltosci i pdl (rze-
czy sie ,zageszczaja’ im blizej sa brzegu), co dobrze odwzorowuje rysunek
Eschera (wszystkie ksztalty na tym rysunku takie same i takiej samej wiel-
kosci (przystajace) w tej geometrii)



— Model Kleina
x cala plaszczyzna, jak wyzej, miesci sie w kole bez brzegu,
x proste to cieciwy tego kota (bez koncow),
x relatywnie tatwo policzy¢ odlegltos¢é pomiedzy punktami w tym modelu, uzy-
wajac standardowej linijki. Jesli chcemy policzy¢ odlegtosé miedzy punkta-
mi A i B prowadzimy prosta (cieciwe) je laczaca. Punkty przeciecia tej
cieciwy z okregiem bedacym brzegiem modelu niech bedg P i @, a kolej-
nos¢ punktéw na cieciwie to P, A, B, Q. Mierzymy euklidesowe odlegtosci
PA,BQ, PB, AQ. Wtedy odlegtos¢ miedzy A i B w sensie geometrii hiper-
bolicznej, to:
|PBJ|AQ)]
|PAIIBQ|

gdzie In to pewna funkcja matematyczna (noszaca nazwe logarytmu natu-
ralnego) — znajdziesz ja na kazdym standardowym kalkulatorze,

In

x ten model nie zachowuje katéw, ani pol.
3. Geometria sferyczna

e proste (najkrotsze drogi miedzy punktami) na sferze to wielkie okregi, czyli okregi o
srodku w srodku sfery, np. réwnik i potudniki, ale juz nie réwnolezniki,

e kazde dwie proste sie przecinaja, czyli nie ma prostych réwnolegtych,

e suma katéw w kazdym trojkacie jest wicksza niz 180°,

e s takie pary punktéw (przeciwlegle, zwane tez antypodycznymi), przez ktére mozna
poprowadzi¢ wiele prostych.

4. Geometria eliptyczna (plaszczyzna rzutowa) — model na poltéwcee sfery.

e Patrzymy na geometrie sferyczna na potéwcee sfery, z tym ze ,sklejamy” przeciwlegte
punkty brzegu tej potsfery. W takim znaczeniu, ze jesli ktos wyjdzie z jednej strony
teleportuje sie natychmiast i bez zauwazenia tego faktu do przeciwlegtego punktu.

e Przez kazde dwa punkty w takim razie mozna poprowadzi¢ doktadnie jedng prosta,

e Nadal nie ma prostych rownolegtych, a suma katow w kazdym trojkacie jest wicksza
niz 180°.



Zadania tatwe

. Na ptaszczyznie euklidesowej narysowano trojkat. Rozstrzygnij, jaki ma on ksztatt, jesli:

(a) jeden z jego katéw jest réwny sumie dwdch pozostatych?
(b) jeden z jego katéw jest mniejszy niz suma dwdch pozostatych?

(c) jeden z jego katow jest wiekszy niz suma dwoch pozostatych?

Wskazowka: Suma kgtow w trojkgcie w geometrii euklidesowej wynosi 180°.

. Co mozna powiedzie¢ o sumie katéw w dowolnym czworokacie (a co o sumie katéw w
dowolnym pieciokacie? sze$ciokacie?) narysowanym w:

(a) geometrii euklidesowe;j?

(b) geometrii hiperbolicznej? geometrii eliptycznej?

Odpowiedzi uzasadnij!
Wskazowka: UZzyj trojkgtow.

. Majac dwie proste, ktore si¢ przecinaja, w geometrii euklidesowej dowolna inna prosta
przecina jedng z nich. Sprawdz czy jest to réwniez prawda w geometrii hiperbolicznej,
korzystajac z wybranego modelu.

. Majac dane dwa punkty na brzegu kota modelu Poincarégo skonstruuj (przy pomocy
cyrkla i linijki) prosta w sensie geometrii hiperbolicznej o konicach w tych dwdch punktach.
Wskazowka: Jesli te dwa punkty leZg na przeciw siebie, to ta prosta to Srednica okregu je lgczgca.
A jesli nie to ta prosta jest tukiem prostopadtym do okregu bedgcego brzegiem modelu, a zatem
ten tuk jest styczny do promieni tego okregu.

. Narysuj dwa trojkaty: mniejszy i wiekszy

(a) w modelu Poincarégo geometrii hiperbolicznej,

(b) na sferze,

oraz uzywajac katomierza sprawdz ich sumy katow. Jaka prawidlowos$¢ zaobserwowa-
tas/es?

Wskazowka: Pamietaj, ze kgt pomiedzy dwoma okregami to kgt pomiedzy stycznymsi do tych okre-
gow w tym punkcie. O tym, jak rysowac proste w modelu Poincarégo jest poprzednie zadanie.
Do rysowania prostych na sferze mozesz uzyé sznurka.

. Na ptaszczyznie rzutowej poprowadzono prostg. Na ile czedci rozcina ona calty plaszczy-
zne?
Wskazowka: Pamietaj o sklejeniu ,przeciwleglych” punktow na brzegu pdtsfery.

. W geometrii euklidesowej na kazdym tréjkacie mozna opisaé okrag (czyli istnieje okrag
przechodzacy przez wszystkie trzy wierzchotki tréjkata). Majac dany trojkat ABC, opisz
na nim okrag przy pomocy cyrkla i linijki.

Wskazéwka: Srodek tego okregu jest réwnoodlegly od A i B oraz réwnoodlegly od B i C. Wyznacz
proste prostopadie odpowiednio do AB i BC oraz dzielgce te odcinki na dwie réwne czesci. Gdzie
lezy $rodek szukanego okregu? Dlaczego?



8. Na ponizszej mapie (odwzorowanie Merkatora) zaznacz najkrotsza trase pomiedzy War-
szawg 1 Tokio oraz pomiedzy Warszawa a Buenos Aires. Do jej znalezienia mozesz uzy¢
globusu i nitki, albo skorzysta¢ z darmowego programu Google Earth (w ktérym mozna
zobaczy¢ kule ziemska oraz wyznaczaé proste). Znajdz katy pomiedzy znaleziona trasa a
kierunkiem poétnocnym wyznaczanym przez kolejne zaznaczone na mapie potudniki. Co
zaobserwowaltas/es?

10.
11.

Na sferze narysuj:

(a) trojkat, ktéry ma wszystkie trzy katy proste,
(b) okrag wokét danego punktu.

Rozstrzygnij, czy na sferze istnieje okrag o Srednicy wiekszej niz $rednica sfery.

Rozstrzygnij, czy na sferze mozna narysowaé prostokat (czworokat o 4 katach prostych).
A czy istnieje jakikolwiek prostokat w geometrii hiperbolicznej? Odpowiedzi uzasadnij.

Zadania troche mniej tatwe niz tatwe

. Udowodnij, ze w trojkacie na plaszezyznie euklidesowej kat pomiedzy dwusieczna (prosta

dzielaca kat na dwie réwne czesci) a wysokoscia wychodzacymi z jednego wierzchotka jest



rowny potowie réznicy katéw w wierzchotkach przy przeciwlegtej podstawie trojkata.
Wskazowka: Skorzystaj dwa razy z faktu, zZe suma kqtéow w tréjkgcie w geometrii euklidesowej
wynosi 180°.

2. W geometrii sferycznej poprowadzono trzy proste, ktore nie przecinajg si¢ w jednym
punkcie. Na ile i jakich ksztaltéw dziela one calg sfere?

3. Na ptaszczyznie rzutowej poprowadzono trzy proste przecinajace si¢ w jednym punkcie.
Na ile i jakich ksztaltéow te proste dziela pltaszczyzne rzutows?

4. Na ptlaszczyznie rzutowej poprowadzono trzy proste, ktore nie przecinaja sie w jednym
punkcie. Na ile i jakich ksztaltéw te proste dzielg ptaszczyzne rzutows?
Wskazowka: Pokoloruj odpowiednie fragmenty polsfery, pamietajgc o ,sklejeniu” punktow prze-
ciwlegltych na brzegu.

5. Rozwazmy model Kleina geometrii hiperbolicznej. Narysuj dowolna cieciwe i zaznacz jej
potowe A oraz jedna czwarta B w sensie odlegtosci euklidesowych oraz jedng 6smg C.
Jakie sa wzajemne odlegtosci punktow A, B i C' w sensie geometrii hiperbolicznej? Sko-
rzystaj z kalkulatora, zeby dosta¢ wartosci In.

3 Zadania trudniejsze

1. W modelu Poincarégo (jest dany $rodek kota O oraz sam okrag o) zaznaczono dwa punkty

Ai B. Skonstruuj (korzystajac z cyrkla i linijki) prosta (w sensie geometrii hiperbolicznej)
przechodzacy przez te dwa punkty.
Wskazowka: Zajmigmy sie trudniejszym przypadkiem, gdy prosta AB mnie jest Srednicg. Zadanie
sprowadza sie do konstrukcji okregqu o, ktéry przechodzi przez punkty A i B oraz jest prostopadly
do okregu o. Nagjpierw skonstruujemy punkt C bedgcy drugim przecieciem prostej OA z szukanym
okregiem. Poniewaz okregi majqg byc prostopadle, to promienie okregu o w punktach przeciecia
okregéw sq styczne do okregu o' . Zatem jesli v jest promieniem okregu o, to r? = |OA||OC|.
Dlaczego tak jest? Wykorzystaj zadanie 3 z listy latwej z zadan z poprzednich cwiczen, Zeby
skonstruowaé dlugosé |OC|. Znajdi punkt C, a nastepnie zastosuj zadanie @ z listy tatwych
zadan.

2. 7 plaszczyzny rzutowej wycieto koto. Co mozna powiedzie¢ o pozostalym fragmencie?
Czy da sie go sensownie narysowaé (tak, zeby nie trzeba byto pamietaé, ze co$ z czyms$
jest sklejone)?

Wskazowka: Ustaw tak to kolo, ktore wycinamy, aby przechodzito przez brzeg pdtsfery.
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