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Zadania tatwe

. Masz dany odcinek. Korzystajac tylko z cyrkla i linijki:

(a) znajdz $rodek odcinka,

(b) skonstruuj (narysuj) kwadrat, ktérego dany odcinek jest bokiem.

. Masz dane dwa kwadraty. Skonstruuj kwadrat o polu bedacym suma pol zadanych kwa-
dratow.
Wskazéwka: Skorzystaj z tw. Pitagorasa.

. Niech bedzie dany trokat prostokatny ABC' o przeciwprostokatnej AB. Wysokos¢ z wierz-
chotka C' pada na podstawe AB w punkcie H. Udowodnij, ze |CH| =+\/|AH||BH]|.

Wskazéwka: Skorzystaj trzy razy z tw. Pitagorasa.

. Skonstruuj sito Erastotenesa: wypisz na kartce liczby od 1 do 100 (na przyktad w kwa-
dracie 10 na 10). Wykresl liczbe 1. Nastepnie postepuj iteracyjnie nastepujaco, dopoki
wszystkie liczby nie sa wykreslone lub zakreslone w kotko:

e zakre$l w kotko pierwszg nieskreslong liczbe,

o wykresl wszystkie kolejne liczby przez nig podzielne.
Jakie liczby zostaly zakreslone w kétko? Dlaczego?

. Stworz samodzielnie siatki czworoscianu foremnego, sze$cianu oraz osmioscianu foremne-
go.

. Niech bedzie dany trojkat prostokatny ABC, taki ze AB jest jego przeciwprostokatna.
Niech O bedzie srodkiem kwadratu o boku AB zbudowanego na zewnatrz trojkata ABC.
Udowodnij, ze odcinek OC' dzieli kat AC'B na dwie réwne czesci.

Wskazowka: Na czworokgcie AOBC' da sie opisaé okrgg. Dlaczego? Nastepnie skorzystaj z tego,
ze kqty wpisane w okrgg oparte na réwnych tukach sqg réwne.



7. Niech beda dane dwa okregi przecinajace sie w punktach P i ) oraz punkt A lezacy na
pierwszym okregu, rézny od P i (). Punkty przeciecia przedtuzen odcinkéw AP i AQ z
drugim z okregéw, to odpowiednio B i C'. Udowodnij, ze styczna do pierwszego z okregow
w punkcie A jest réwnolegta do prostej BC.

Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o kgcie dopisanym w okregu, a nastepnie zauwaz, ze czwo-
rokgt BCQP jest wpisany w okrqgg.

Zadania troche mniej tatwe niz tatwe

1. Niech bedzie dany prostokat. Skonstruuj kwadrat o polu réwnym polu tego prostokata.
Wskazowka: Skorzystaj z zadania[3 z listy ,,Latwych”.

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, taki ze kat przy wierzchotku C' wynosi 60°. Punkty
D i E sg rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B na proste BC' i AC. Punkt
M jest érodkiem boku AB. Wykaz, ze trojkat DEM jest réwnoboczny.

Wskazowka: Oblicz kgt CAD lub CBE, a nastepnie przyjrzyj sie czworokgtowi ABED. Czy
mozna na nim opisaé okrgg?

3. Jak wiesz umiemy skonstruowac pieciokat foremny. Zatézmy wiec, ze mamy dany pieciokat
foremny. Jak skonstruowac pietnastokat foremny?
Wskazowka: 1/3 -1]5 =7

4. Stworz samodzielnie siatki dwunasto$cianu foremnego oraz dwudziesto$cianu foremnego.

5. Jak wiesz, twierdzenie o potedze punktu, ktore dowiodt Euklides w 3. ksiedze ,Elemen-
tow” mowi, ze jesli dany jest okrag o oraz proste k i [ przecinajace si¢ w punkcie P na
zewnatrz okregu o, takie ze A i B to punkty przeciecia k i okregu o, za$ [ jest styczna do
o w punkcie C| to:

|PC|* =|PA|-|PB].

Udowodnij to twierdzenie w przypadku, gdy prosta k przechodzi przez punkt O bedacy
srodkiem okregu o.

Wskazowka: Zalézmy bez straty ogdlnosci, zZe punkt A lezy blizej punktu P niZ punkt B. Polgcz
odcinkiem O i C. Zauwaz, ze |[OPJ? = (|PA|+|0A|)? = |OA? +|PA|(2|0A| +|PA|). Teraz zauwaz
réwno$é réinych promieni okregu o oraz skorzystaj z Tw. Pitagorasa.

6. Przeprowadz krok po kroku, cyrklem i linijka, konstrukcje Euklidesa pieciokata foremnego,
ktora zobaczytas/e$ podczas wyktadu.

7. Dowdd Euklidesa, o tym, ze jest nieskoniczenie wiele liczb pierwszych sugeruje przyjrzenie
sie liczbom bedacym iloczynem poczatkowych n liczb pierwszych zwiekszonym o jeden.
Np. 2:3+1 =5 (iloczyn dwoch poczatkowych liczb pierwszych zwiegkszony o jeden) jest
liczbg pierwsza. Czy zawsze tak skonstruowana liczba (iloczyn trzech, czterech, itd. po-
czatkowych liczb pierwszych zwiekszony o 1) jest pierwsza? OdpowiedZ uzasadnij.

8. Zmodyfikujmy konstrukcje z poprzedniego zadania definiujac tzw. liczby Fuklidesa. Pierw-
sza liczba Euklidesa to 2 (e; = 2). Kolejna liczba Euklidesa to iloczyn poprzednich liczb
Euklidesa zwiekszony o 1 (czylies =e;+1=2+1=3,e3=€1-ea+1=2-3+1=7, itd.).
Czy kazda liczba Euklidesa jest liczba pierwsza? OdpowiedZ uzasadnij.



. Na bokach BC i AC' tréjkatna ostrokatnego ABC zbudowano, po zewnetrznej stronie,

kwadraty, odpowiednio, BCFE i ACGH. Udowodnij, ze proste AF, BG i EH przecinaja
sie w jednym punkcie.
Wskazowka: Zavwaz, Ze patrzgce z punktu C, AF i BG sq odcinkami obréconymi wzgledem siebie

0 90°. Niech M bedzie punktem ich przeciecia. Policz miary poszczegolnych kqtow skiadajgcych
sie na kgt HME.

Zadania trudniejsze

. Niech prosta k przechodzi przez $rodek O okregu o oraz niech C'i D leza na tym okregu

po jednej stronie prostej k. Poprowadzmy jeszcze proste styczne m i n do o odpowiednio
w punktach C'i D. Niech przeciecie k i m to A oraz przeciecie k i n to B, zas przeciecie
m in to P. W koncu, niech H bedzie spodkiem wysokosci z wierzchotka P na podstawe

AB w trojkacie ABP. Udowodnij, ze katy CHP i DH P sa sobie réwne.
Wskazéwka: Punkty C, P,D,H i O lezg na jednym okregu. Dlaczego?

. Udowodnij twierdzenie o potedze punktu w ogélnym przypadku (patrz zadanie z troche

mniej tatwe niz tatwe”), czyli gdy prosta k nie przechodzi przez $rodek okregu.
Wskazowka: Zaznacz punkt D bedgcy $rodkiem odcinka AB oraz poprowadZ odcinki OD, OP,
OA i OC. Postepuj podobnie jak w zadaniu[J z ,troche mniej latwe niz latwe”, z tym zZe tym
razem bedziesz korzystaé z Tw. Pitagorasa az trzy razy!

. W dziele ,,O podziatach figur”, przypisywanym réwniez Euklidesowi, formutuje on na-

stepujace zadanie. Niech bedzie dany trojkat ABC' oraz punkt D lezacy na boku AB.
Poprowadz przez przez punkt D prostg tak, aby podzielita trojkat na dwie czesci o row-
nych polach.

Wskazowka: Rozwaz najpierw prostq sytuacje, gdy D jest srodkiem odcinka AB. Jesli nie jest, to
zatozmy, ze D jest blizej A, niz B. Zaznacz punkt E bedgcy Srodkiem odcinka AB oraz narysuj
prostq przechodzqcq przez E i réwnoleglq do DC.

Zadania inspirowane: listami zadan Kuby Pawlikowskiego z zadan obozu Almu, zadaniami
z ksigzki ,Matematyka konkretna”, R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik, pomystami Michata
Korcha, listami zadan dr. J. Bednarczuka do Geometrii i I, ,,O podziatach figur” przypisywane
Euklidesowi.
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