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Podzielno±¢, liczby pierwsze i te drugie

Zadania -palcówki

1. Na wyspach Bergamutach mieszka«cy u»ywaj¡ liczb naturalnych które postaci 3k+1. Ile jest Bergamuckich
liczb pierwszych mniejszych od 30? (liczba pierwsza to taka, która ma tylko dwa dodatnie dzielniki,
oczywi±cie w zbiorze liczb "Bergamuckich")

2. Pokaza¢, »e liczby 5050505 nie mo»na przedstawi¢ w postaci sumy dwóch liczb pierwszych.

3. Znale¹¢ wszystkie pary liczb caªkowitych dodatnich, takie »e

• x+ y = 150, NWD(x, y) = 30

• xy = 8400, NWd(x, y) = 20

• NWD(x, y) = 45, 7x = 11y

4. Znale¹¢ wszystkie liczby naturalne n takie, »e n, n+ 10, n+ 14 s¡ pierwsze.

5. Dane s¡ liczby caªkowite a, b, c > 1 takie, »e najwi¦kszy wspólny dzielnik liczb a−1, b−1, c−1 jest wi¦kszy
od 1. Udowodnij, »e liczba abc− 1 jest zªo»ona.

6. Jakie reszty mo»e dawa¢ kwadrat liczby caªkowitej przy dzieleniu przez 3?, 4? 8? 5?

7. Uzasadnij, »e zawsze w±ród 11 liczb caªkowitych mo»na znale¹¢ dwie, których ró»nica dzieli si¦ si¦ przez
10.

8. Jakie reszty mo»e dawa¢ sze±cian liczby caªkowitej przy dzieleniu przez 7? 9?

9. Udowodni¢, »e liczba o sumie cyfr 47 nie mo»e by¢ ani kwadratem ani sze±cianem liczby caªkowitej.

10. Sprawdzi¢ jakie reszty z dzielenia przez 7 daj¡ sze±ciany liczb caªkowitych, a nast¦pnie udowodni¢, »e dla
dowolnych liczb caªkowitych a, b, c ioczyn abc(a3 − b3)(b3 − c3)(c3 − a3) jest podzielny przez 7.

11. Jakie wspólne dzielniki mog¡ mie¢ liczby n oraz n+ 6?

Zadania ¢wiczeniowe

1. W pewnym roku liczba poniedziaªków jest równa liczbie ±ród =a. Czy oznacza to, »e w tym roku liczba
wtorków musi by¢ równa a?

2. Korzystaj¡c z wªasno±ci kongruencji sformuªowac i udowodni¢ cechy podzielno±ci przez 3, 9, 11,7.

3. W liczbie 2010! policzono sum¦ cyfr, potem sum¦ cyfr otrzymanej liczby itd, a» otrzymano liczb¦ jedno-
cyfrow¡. Jaka to liczba?

4. Pokaza¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba n33 + 8 jest liczb¡ zªo»on¡.

5. Korzystaj¡c z algorytmu Euklidesa rozwi¡za¢ kongruencj¦ 17x ≡26 1

6. Znale¹¢ NWD(263 − 1, 291 − 1)

7. Udowodni¢, »e je±li p, q s¡ kolejnymi nieparzystymi liczbami pierwszymi to w rozkªadzie p+ q na iloczyn
liczb pierwszych wyst¦puj¡ conajmniej trzy liczby pierwsze (niekoniecznie ró»ne).

8. Znale¹¢ liczb¦ pierwsz¡ p, je±li wiadomo, »e 4p2 + 1 i 6p2 + 1 s¡ liczbami pierwszymi.

9. Niech a i b b¦d¡ liczbami naturalnymi. Udowodni¢, »e je»eli 40a = 51b, to liczba a+ b jest liczb¡ zªo»on¡.

10. Udowodnij, ze ró»nica kwadratów dowolnych dwóch liczb nieparzystych jest zawsze podzielna przez 8.

11. Wykaza¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n liczba, (3n+1)(n3−3n2+2n)
12 jest liczb¡ naturaln¡.
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12. Udowodnij, »e w ciagu 11, 111, 1111, 11111, .... nie ma kwadratów liczb naturalnych.

13. Liczby pierwsze p, q, r, s speªniaj¡ warunki p > q > r > s oraz p− q = q− r = r− s. Udowodnij, »e liczba
p− s jest podzielna przez 18.

14. Wyznacz wszystkie trójki liczb caªkowitych (x, y, z) takie, »e xy2z(x+ 5y) = 11115.

Zadania koncertowe

1. Udowodni¢, »e jest niesko«czenie wiele liczb pierwszych postaci 4k-1.

2. Pokaza¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n > 1 liczba n4 + 4n jest zªo»ona.

3. Czarnoksie»nik wi¦zi w zamku 100 ksi¦»niczek: ka»da w osobnej zamknietej komnacie o numerze od 1
do 100. Czarnoksieznik zatrudnia 100 strazników. Ka»dej nocy stra»nicy sprawdzaja wszystkie komnaty.
Ka»dy z nich na klucze. Klucz i-tego straznika otwiera wszystkie zamkni¦te i zamyka otwarte komnaty o
numerach podzielnych przez i. Ka»dy ze stra»ników robi nocny obchód dokªadnie raz. Rano ksiezniczki
w otwartych pokojach moga wyj±¢ na wolno±¢. Ilu ksie»niczkom uda sie wyjsc na wolnosc? Z których
komnat?

4. Smok ma 1000 gªów. Rycerz mo»e jednym ci¦ciem obciac 21 lub 33 lub 14 lub 1 gªowe. Smokowi odrasta
natychmiast odpowiednio 51, 0 , 11 lub 103 gªowy. Smok zostaje zabity gdy wszystkie gªowy zostaja ±ciete.
Czy rycerz moze zabic smoka?

5. Dany jest zbiór 17 liczb caªkowitych dodatnich, z których »adna nie ma dzielnika pierwszego wiekszego
od 7. Pokaza¢, »e istniej¡ w tym zbiorze dwie liczby których iloczyn jest kwadratem liczby caªkowitej.

6. Trzech rozbitków dopªyn¦ªo do bezludnej wyspy na której znale¹li palme kokosow¡ i zebrali z niej orzechy.
Postanowili rano podzieli¢ orzechy na trzy cz¦±ci.W nocy obudziª si¦ jeden z nich, podzieliª orzechy na trzy
cz¦±ci. Poniewa» zostaª mu jeden orzech to oddaª go maªpie która byªa w pobli»u. Swoj¡ cz¦±¢ zakopaª,
pozostaªe orzechy zostawiª w jednym miejscu i poszedª spa¢. Potem obudziª si¦ drugi rozbitek. Równie»
daª maªpie jeden orzech i reszt¦ podzieliª na trzy równe cz¦±ci. Swoj¡ cz¦±¢ zakopaª w piasku, a pozostaªe
cz¦±ci uªo»yª razem w jednym miejscu i poszedª spa¢. Nad ranem obudziª si¦ trzeci rozbitek i post¡piª
jak koledzy. Jeden orzech daª maªpie, pozostaªe podzieliª na trzy równe cz¦±ci � jedn¡ zakopaª w piasku,
a dwie uªo»yª razem w jednym miejscu i poszedª spa¢. Rano »aden z rozbitków nie ±miaª zrobi¢ uwagi,
»e orzechów jest o wiele mniej, ni» poprzedniego dnia. Oczywi±cie maªpa zjawiªa si¦ natychmiast, dostaªa
orzech, a pozostaªe kokosy rozbitkowie podzielili na trzy równe cz¦±ci. Oblicz, jaka mogªa by¢ najmniejsza
liczba orzechów kokosowych na pocz¡tku. Znajd¹ jeszcze inne liczby kokosów, aby mo»liwy byª powy»szy
podziaª.

7. Pokaza¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n istnieje ci¡g n kolejnych liczb naturalnych, z których ka»da jest
zªo»ona.

8. Pokaza¢, »e istnieje ci¡g 1000 kolejnych liczb zawieraj¡cy dokªadnie 5 liczb pierwszych.
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