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Podzielnos$é, liczby pierwsze i te drugie

Zadania -palcéwki

. Na wyspach Bergamutach mieszkancy uzywaja liczb naturalnych ktére postaci 3k+1. Ile jest Bergamuckich

liczb pierwszych mniejszych od 307 (liczba pierwsza to taka, ktora ma tylko dwa dodatnie dzielniki,
oczywiscie w zbiorze liczb "Bergamuckich")

. Pokazaé, ze liczby 5050505 nie mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoéch liczb pierwszych.

Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich, takie ze
e x+y=150, NWD(z,y) =30
e zy =8400, NWd(z,y) =20
e NWD(z,y) =45, Tx=11y

Zmalezé¢ wszystkie liczby naturalne n takie, ze n, n+ 10, n 4+ 14 sa pierwsze.

. Dane sa liczby catkowite a, b, ¢ > 1 takie, ze najwiekszy wspélny dzielnik liczb a—1,b—1,c—1 jest wiekszy

od 1. Udowodnij, ze liczba abc — 1 jest zlozona.
Jakie reszty moze dawaé¢ kwadrat liczby catkowitej przy dzieleniu przez 37, 47 87 57

Uzasadnij, ze zawsze wsrod 11 liczb catkowitych mozna znalezé dwie, ktorych réznica dzieli sie sie przez
10.

Jakie reszty moze dawaé szescian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 77 97
Udowodni¢, ze liczba o sumie cyfr 47 nie moze by¢ ani kwadratem ani sze$cianem liczby catkowitej.

Sprawdzi¢ jakie reszty z dzielenia przez 7 daja szesciany liczb catkowitych, a nastepnie udowodnié, ze dla
dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢ ioczyn abc(a® — b3)(b3 — ¢3)(¢3 — a3) jest podzielny przez 7.

Jakie wspolne dzielniki mogg mie¢ liczby n oraz n + 67

Zadania ¢wiczeniowe

. W pewnym roku liczba poniedziatkéw jest rowna liczbie §réd =a. Czy oznacza to, ze w tym roku liczba

wtorkéw musi by¢ réwna a?

. Korzystajac z wlasnosci kongruencji sformutowac i udowodnié cechy podzielnosci przez 3, 9, 11,7.

W liczbie 2010! policzono sume cyfr, potem sume cyfr otrzymanej liczby itd, az otrzymano liczbe jedno-
cyfrowa. Jaka to liczba?

. Pokaza¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba n32 + 8 jest liczbg ztozona.

. Korzystajac z algorytmu Euklidesa rozwiaza¢ kongruencje 17x =6 1

Znalezé NW D(26% — 1,291 — 1)

Udowodni¢, ze jesli p, g sa kolejnymi nieparzystymi liczbami pierwszymi to w rozktadzie p + ¢ na iloczyn
liczb pierwszych wystepuja conajmniej trzy liczby pierwsze (niekoniecznie rozne).

Znalez¢ liczbe pierwsza p, jedli wiadomo, ze 4p? + 1 i 6p? + 1 sg liczbami pierwszymi.
Niech a i b beda liczbami naturalnymi. Udowodnié, ze jezeli 40a = 51b, to liczba a + b jest liczba zlozona.

Udowodnij, ze réznica kwadratéw dowolnych dwoch liczb nieparzystych jest zawsze podzielna przez 8.

Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba,

(3”+1)("i2_3"2+2") jest liczba naturalna.
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Udowodnij, ze w ciagu 11, 111, 1111, 11111, .... nie ma kwadratéw liczb naturalnych.

Liczby pierwsze p, q, r, s spelniaja warunki p > g > r > s oraz p—q = ¢ —r = r — s. Udowodnij, ze liczba
p — s jest podzielna przez 18.

Wyznacz wszystkie trojki liczb catkowitych (x,y, 2) takie, ze xy?z(z + 5y) = 11115,

Zadania koncertowe

. Udowodnié¢, ze jest nieskoniczenie wiele liczb pierwszych postaci 4k-1.
. Pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n* 4 4" jest zlozona.

. Czarnoksieznik wiezi w zamku 100 ksiezniczek: kazda w osobnej zamknietej komnacie o numerze od 1

do 100. Czarnoksieznik zatrudnia 100 straznikéw. Kazdej nocy straznicy sprawdzaja wszystkie komnaty.
Kazdy z nich na klucze. Klucz i-tego straznika otwiera wszystkie zamkniete i zamyka otwarte komnaty o
numerach podzielnych przez i. Kazdy ze straznikéw robi nocny obchéd doktadnie raz. Rano ksiezniczki
w otwartych pokojach moga wyj$¢ na wolnosé. Tlu ksiezniczkom uda sie wyjsc na wolnosc? Z ktoérych
komnat?

. Smok ma 1000 gtéw. Rycerz moze jednym cieciem obciac 21 lub 33 lub 14 lub 1 gtowe. Smokowi odrasta

natychmiast odpowiednio 51, 0, 11 lub 103 glowy. Smok zostaje zabity gdy wszystkie glowy zostaja Sciete.
Czy rycerz moze zabic smoka?

. Dany jest zbior 17 liczb calkowitych dodatnich, z ktérych zadna nie ma dzielnika pierwszego wiekszego

od 7. Pokazag, ze istnieja w tym zbiorze dwie liczby ktérych iloczyn jest kwadratem liczby caltkowite;j.

. Trzech rozbitkéw doplyneto do bezludnej wyspy na ktorej znalezli palme kokosows i zebrali z niej orzechy.

Postanowili rano podzielié¢ orzechy na trzy cze$ci.W nocy obudzit sie jeden z nich, podzielil orzechy na trzy
czesci. Poniewaz zostal mu jeden orzech to oddal go malpie ktora byta w poblizu. Swoja czes$é zakopat,
pozostale orzechy zostawil w jednym miejscu i poszedl spaé¢. Potem obudzil sie drugi rozbitek. Rowniez
dal malpie jeden orzech i reszte podzielil na trzy réwne czesci. Swoja czesé zakopal w piasku, a pozostale
czesci ulozyt razem w jednym miejscu i poszedt spaé¢. Nad ranem obudzil sie trzeci rozbitek i postapit
jak koledzy. Jeden orzech dal malpie, pozostale podzielil na trzy réwne czeéci — jedna zakopal w piasku,
a dwie utozyl razem w jednym miejscu i poszed! spa¢. Rano zaden z rozbitkéw nie §émial zrobi¢ uwagi,
ze orzechow jest o wiele mniej, niz poprzedniego dnia. Oczywiscie matpa zjawila sie natychmiast, dostata
orzech, a pozostate kokosy rozbitkowie podzielili na trzy rowne czesci. Oblicz, jaka mogla by¢ najmniejsza
liczba orzechéw kokosowych na poczatku. Znajdz jeszcze inne liczby kokoséw, aby mozliwy byl powyzszy
podzial.

. Pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje ciag n kolejnych liczb naturalnych, z ktérych kazda jest

zlozona.

. Pokazaé, ze istnieje ciag 1000 kolejnych liczb zawierajacy doktadnie 5 liczb pierwszych.



