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"Liczby catkowite stworzyt dobry Bég, wszystko inne
wymyslili ludzie”

Leopold Kronecker (1823-1891)
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Kongruencje czyli arytmetyka zegara

Definicja
a = b(modn) < nla— b

Warunek a = b(modn) jest spetniony wtedy i tylko
wtedy, gdy liczby a i b daja réwne reszty z dzielenia
przez n.

a=,b
Kazda liczba przystaje mod n do doktadnie jednej
liczby ze zbioru

Z,=1{0,1,...,n—1}
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Twierdzenie

Niech a =, b oraz ¢ =, d. Wtedy
eat+c=,b+d
e ac =, bd.
ak =, bk
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38 =11 30, 47 =11 3

8+4751130+3
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Przyktad

38 =11 30, 47 =11 3

8-47=337=1;30-3=090
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Przyktad

38 =11 30, 47 =11 3

8-47=337=1;30-3=090

6=33 2=317



ruencje

Przyktad

3 =11 30, 47 =11 3

8-47=337=1;30-3=090

6=33 2=317

NIE!



55 =720
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=120 11=;,4
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55=,20 11=;4

53571

3-55=;,3-20

3:-556=3.5-11=711, 3-20=3-5-4=;4.

11 574
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Kongruencje

Definicja
Element k € Z, nazywamy odwracalnym modulo n,
jesli istnieje element m € Z, taki, ze

mk =, 1.

Przyktad

5 jest odwracalne mod 7,
3 nie jest odwracalne mod 6.

Twierdzenie
Element k € Z, jest odwracalny modulo n wtedy i
tylko wtedy gdy NWD(n, k) = 1.
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Nikogo nie obchodzi los podzielnych

Zadanie
Jaka jest cyfra jednoéci liczby 232907

23 =10 3
232 =103>=9, 9= -1

23200 =10 (_1)100 -1
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Zadanie
Jaka jest reszta z dzielenia liczby 3190 przez 77

31=,3 3=2 33=6=-1 3=1,

31000 _ 3166 64+4 __ (36)166 34 — 1166 34 —1-3 = 4
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Mafte jest piekne: Mate Twierdzenie Fermata

Twierdzenie

Niech p bedzie liczba pierwsz3.
Wstedy dla dowolnej liczby
catkowitej a, aP =, a.

Jedlipta, to

Pierre Fermat )
(1601-1665) aP™ = 1(modp).
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p=3
a=2 2°-8
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Kongruencje

Mate twierdzenie Fermata liczby pseudopierwsze

Twierdzenie Chinskie o resztach

Reszty kwadratowe
p=5
a=3

pla®—a




Kongruencje Mate twierdzenie Fermata liczby pseudopierwsze Twierdzenie Chinskie o resztach Reszty kwadratowe

Czy mozna twierdzenie Fermata odwrdécié?



liczby pseudopierwsze

Czy mozna twierdzenie Fermata odwrdécié?
Czy z faktu, ze
pla® — a

wynika, ze p jest liczbg pierwsza?



liczby pseudopierwsze

Czy mozna twierdzenie Fermata odwrdécié?
Czy z faktu, ze
pla® — a

wynika, ze p jest liczbg pierwsza?

390 — (34)22 X 32 = ((_10)2)11 .9 =



liczby pseudopierwsze

Czy mozna twierdzenie Fermata odwrdécié?
Czy z faktu, ze
pla® — a

wynika, ze p jest liczbg pierwsza?

390 — (34)22 X 32 = ((_10)2)11 .9 =

=91 912 =01 (—10)6 =91 93 =91 (—10) . 9 =01 1



liczby pseudopierwsze

Czy mozna twierdzenie Fermata odwrdécié?
Czy z faktu, ze
pla® — a

wynika, ze p jest liczbg pierwsza?

390 — (34)22 X 32 = ((_10)2)11 .9 =

=91 912 =01 (—10)6 =91 93 =91 (—10) . 9 =01 1

ale
91=7-13



liczby pseudopierwsze

Czy mozna twierdzenie Fermata odwrdécié?
Czy z faktu, ze
pla® — a

wynika, ze p jest liczbg pierwsza?

390 — (34)22 X 32 = ((_10)2)11 .9 =

=91 912 =01 (—10)6 =91 93 =91 (—10) . 9 =01 1

ale
91=7-13

Liczba 91 jest liczba pseudopierwsza przy podstawie 3.
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liczby pseudopierwsze

Liczbowi oszusci

290 =, 64 £ 1

Liczba 2 jest Swiadkiem ztozonosci liczby 91.
Najmniejsza liczbg pseudopierwszg przy podstawie 2

Jest 341.

230 =341 1,

341 =11 - 31.
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Liczba
561 =3-11-17
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NWD(a,561) = 1 = a°% =44, 1
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Daniel Carmichael (1879-1967)

Liczb Carmichaela jest nieskonczenie wiele.
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Chinskie poczatki
Okoto 100 roku naszej ery chinski matematyk Sun Zi
rozwigzat problem znajdowania liczb catkowitych, ktére przy
dzieleniu przez 3,5,7 daja reszty odpowiednio 2,3, 2.
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3k+2: 5 8 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, ...

5k+3: 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, 48,

Tk+2: 9, 16, 23, 30, 37, 44, 51 58

x=23+7-5-3-k,

X =105 23.
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Twierdzenie Chirskie o resztach

Twierdzenie
Dla parami wzglednie pierwszych modutéw my, m,, ..., m,,
oraz liczb catkowitych aj, ay, . .. a, uktad kongruencji

X =m a1
X =m, a2
X =m, ar

ma doktadnie jedno rozwigzanie modulo M =m; - ... - m,.



Reszty kwadratowe

Definicja
Liczbe catkowita a wzglednie pierwszg z liczbg n nazywamy

reszta kwadratowa modulo n, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
liczba catkowita x, taka ze

X" =, a.
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Reszty kwadratowe
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Reszty kwadratowe mod liczby pierwsze

Twierdzenie
Jest doktadnie %1 reszt kwadratowych mod liczba pierwsza
p> 2.

Twierdzenie
Niech p bedzie liczba pierwsza a # 0. Kongruencja x*> =, a
ma dwa rozwiazania, jesli a jest reszta kwadratowa mod p.
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Przyktad

2° =15 4,
7? =15 4,
82 =15 4-7

132 =15 4
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O nieprawdopodobne liczby pierwsze,

niech towcy formut kraza

w oparach abstrakgcji i traca

resztki poloru:

Wy badzZcie nonkonformistyczne, uprzykrzone,
nie dajcie sie zfowi¢ w sieci

uktadéw, ciggéw, wyjasnien

i wzoréw.

(Helen Spalding)
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KONIEC

Dziekuje za uwage
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