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1. (2p) W okregu wyborczym oddano 31200 gloséw. Do przydzielenia jest 5 mandatéw w sejmie.
Mandaty rozdzielono metoda d’Hondta (metoda z dzieleniem liczby gloséw przez kolejne liczby
naturalne). W wyborach startowaly 4 partie: Alchemikéw, Botanikéw, Cynikéw i Domokrazcéw.

e partie osiggnely nastepujace liczby gloséw: A: 12000, B: 8000, C: 7000, D: 4200. Ile man-
datéw zdobyly poszcezegdlne komitety w tym okregu? Jakie wady zwigzane z naruszeniem
proporcjonalnoéci dostrzegasz w tym wyniku?

e a jakie wyniki bylyby, gdyby 700 wyborcéw partii Botanikow zaglosowato jednak na Alche-
mikéw. Kto straci, a kto zyska mandat?

2. (2p) Poréwnaj metody d’Honta (metoda z dzieleniem liczby gloséw przez kolejne liczby natu-
ralne) oraz rozszerzona metode Sainte-Lagué (metoda z dzieleniem przez 1,4 oraz 3,5,7,...)
na nastepujacym przyktadzie. W okregu oddano 45000 gloséw i bylo do zdobycia 9 mandatéw.
Startowato 7 partii i osiaggnely one nastepujace wyniki:

Ekranizatorzy | 12000
Fundriserzy | 11500
Gawedziarze | 7500

Histerycy 6000
Ideowcy 4000
Jalmuznicy 2200
Kabareciarze | 1800

Ile mandatéw zdobylyby poszczegdlne komitety, jesli mandaty przydzielane bytyby pierwsza
metoda? Ile jesli druga? Jakie sa réznice i jakie widzisz niedoskonatosci w tych metodach? Ktéra
jest lepsza dla duzych partii?
Wskazowka: Uzyj kalkulatora. :P

3. (1p) W wyborach w 1991 roku zastosowano jeszcze inng metode — metode najwiekszych reszt.

. .. . . _ liczba oddanych gloséw : .
Polega ona na tym, ze najpierw liczymy liczbg P = —r—=""-——"==- Jobycia” Nastepnie kazdy ko-

mitet dostaje tak zwane ,calociowe mandaty” w liczbie: | liczba gloséw na dany komitet | “p; ot 416
dostepne mandaty sa przydzielane komitetom w kolejnosci reszt z tego dzielenia (liczby odda-
nych gloséow przez P) — od najwigkszej do najmniejszej. Ile mandatéow zdobylyby poszczegdlne
komitety w sytuacji z poprzedniego zadania, gdyby mandaty przydzielano tg metoda?

4. (2p) Sprawdz ktére z nastepujacych relacji sa zwrotne? Ktére sa symetryczne, a ktére przechod-
nie? Ktore zatem sg relacjami réwnowaznoéci?

e dwoje ludzie jest ze soba w relacji ,starszy”, jesli wiek pierwszej osoby w parze jest wiekszy
lub réwny wiekowi drugiej osoby.

e dwie liczby calkowite sa w relacji ,,modulo 77, jesli daja ta sama reszte z dzielenia przez 7.
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e dwa dzwieki sa w relacji ,,oktawa”, jesli réznia sie o pewng wielokrotnosé oktawy.

e dwa panstwa sa w relacji ,wspélna organizacja”’, jesli oba naleza do jakiejs organizacji.
miedzynarodowe;j.

e dwie ksigzki sa w relacji ,tak samo gruba”, jesli maja tyle samo stron.
e dwa domy sa w relacji ,,mniej wiecej tam samo”, jesli maja ten sam kod pocztowy.
e dwie liczby wymierne sa w relacji ,,odwrotne”, jesli ich iloczyn wynosi 1.

e dwie proste na plaszczyznie sa w relacji ,rownolegle”, jesli sa réwnolegle (lub sie pokrywa-
ja).

e dwie liczby wymierne sa w relacji ,blisko”, jesli r6znia sie (modul ich réznicy) o co najwyzej
1

5-
e dwie liczby rzeczywiste sa w relacji ,taki sam znak”, jesli obie sg < 0 lub obie sg > 0.

(2p) W poprzednim zadaniu w przypadku relacji réwnowaznosci opisz klasy abstrakcji. Czy da
sie powiedzie¢ ile jest klas abstrakcji w poszczegdlnych wypadkach?

(2p) Czy moze istnieé¢ relacja rownowaznosci pomiedzy liczbami naturalnymi, ktéra daje skon-
czenie wiele klas abstrakeji o skoniczonej liczbie elementow kazda?

(1p) Podaj przyktad relacji réwnowaznosci pomiedzy liczbami naturalnymi, ktéra ma doktadnie
dwie klasy abstrakcji, obie nieskonczone.

(3p) Czy wszystkie liczby wymierne da si¢ ustawi¢ w pary z tymi liczbami wymiernymi, ktére sa
wieksze od zera i mniejsze od 1 tak, aby jesli (p,q) i (r,s) sa dwoma parami w tym ustawieniu,
to p < r wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ < s (czyli, méwiac nieformalnie, nasze ustawienie w pary

zachowuje porzadek).
1+q+|q|
2(1+[ql)

Wskazowka: Rozwaz przyporzedkowanie liczbie q liczby
(1p) Udowodnij, ze nastepujace liczby nie sa wymierne:

. V3,
Wskazéwka: Zaldz, ze takq liczbe da sie zapisaé w postaci ulamka i Ze jest on skrécony (licznik nie
dzieli sie przez Zaden dzielnik mianownika).

o V2,
. V6,
o V3.

(3p) Udowodnij, ze nastepujace liczby nie sa wymierne:

o V/3+2,
Wskazowka: Zaloz przeciwnie, Ze ta liczba jest réowna pewnej liczbie wymiernej. Przenie$ jeden z
pierwiastkow na drugq strone rownania i podnie$ stronami do kwadratu.

e V2+V2.
(3p) Udowodnij, ze v/2 + /3 + /5 nie jest liczba wymierna.

(2p) Majac dany odcinek dlugosci 1em, skonstruuj przy pomocy cyrkla i linijki (bez podziatki)
odcinki o dtugosci:

) \/gcm,

Wskazowka: Skorzystaj z Tw. Pitagorasa

e /5em.
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(4p) O liczbie z wiadomo, ze jest dodatnia i ze spelnia réwnanie x°

ona niewymierna.

+ x = 10. Udowodnij, ze jest

Wskazowka: Na podstawie réwnania mozna stwierdzié, ze 1,5 < x < 1,6. Zaloz przeciwnie, Ze da sie zapisac
x jako skrocony ulamek % © wywnioskuj, Ze p jest dzielnikiem liczby 10. Zauwaz, Ze Zaden taki ulamek nie
wpada w wyznaczony przedzial.

(1p) Sprawdz, ktore z nastepujacych ciagéw sa rosnace? Ktére sa ograniczone z gory?

e 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5, .. .,
¢ 0,1,2,0,1,2,0,1,2... (a, = n-3|2]),

L4 Ovév%viy"’ (an:%))
e —1,-2,-4,-8,... (a, = -2"),
—1)"
e 1,111 (g, =GO
1+(-1)"
¢ 2,0,2,0,2,0,2,... (a, = Y,

(2p) Dla ciagéw z poprzedniego zadania, spradz, ktére sa ciggami Cauchy’ego i wyznacz ich
granice.
(3p) Wyznacz granice ciagdw:

_2n

3n+1°
Wskazowka: Wyciggnij n przed nawias w liczniku © mianowniku.

e q, =

4n’+3n
2n2+4
Wskazowka: Wyciggnij n® przed nawias w liczniku i mianowniku.

® a, =

n?+4
3n3+1°

® a, =

(3p) Wiedzac, ze pole powierzchni sfery dane jest wzorem 4mr? oraz, ze objetoéé dowolnego
ostrostupa to % pola jego podstawy przemnozone przez wysoko$é¢, przeprowadz dowodd tego, ze
objetos¢ kuli dana jest wzorem %777“3.

Wskazowka: Wyobraz sobie figury wpisane w tq sfere, ktorych Sciany boczne to coraz wieksza liczba trdj-

kgtow.
(1p) Wiedzac, ze 7 oraz e sa liczbami niewymiernymi udowodnij, Ze niewymierne sa tez:

o 2T,

1
L

° \/_ .
(2p) Wiedzac, ze m oraz e sa liczbami przestepnymi, udowodnij, ze nastepujace liczby sa niewy-
mierne:

[ ] 7'{'2’

o Vel

(3p) Wiedzac, ze ( %) — e, znajdz granice ciagu (1 - l)” (n>0).
Wskazéwka: (1 - 7) 1 =

(4p) Czy ciag a, = ’”\2/5 (czyli ciag: V/2,V/2,v/2,...) jest zbiezny? A jedli tak, jaka jest jego
granica?
Wskazéwka: Zawwaz, e V2 -1 < % Mozesz to wywnioskowaé ze swojej wiedzy na temat ciggu (1 + %)n

(2p) Udowodnij, ze zbiory X i Y sa réwnoliczne, ustawiajac elementy pierwszego z nich w pary
z elementami drugiego, tak by wykorzystac wszystkie.
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(a) X =(-1,1) (przedzial otwarty), Y = (2,4).

(b) X =(0,1),Y =(0,4).

(¢c) X — okrag o promieniu 1 i $rodku w punkcie (0,0), Y — okrag o promieniu 2 i $rodku w
punkcie (0,0)

(d) X — kolo o promieniu 3 i srodku w punkcie (-1,1), ¥ — kolo o promieniu 1 i srodku w
punkcie (1,-1)

() X=R"=(0,+0), Y =R.
(3p) Rozstrzygnij, czy zbiory sa przeliczalne, czy tez sa mocy continuum:

(a) zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny o obu wspotrzednych catkowitych,

(b) zbiér wszystkich przedzialéw otwartych na prostej o obu koncach wymiernych,

(3p) Udowodnij, ze zbiory X i Y sa réwnoliczne, ustawiajac elementy pierwszego z nich w pary
z elementami drugiego, tak by wykorzystac wszystkie.

(a) X =(0,1] (przedzial z lewej otwarty, z prawej domkniety), Y = (0,1).
Wskazéwka: Zbiory {1, %7 %, i ...} oraz {%, %, i, ...} sq réwnoliczne.

(b) X =(0,1),Y =(0,1]u {2,3}.

(4p) Udowodnij Tw. Cantora, czyli ze zaden zbiér A nie jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich
swoich podzbioréw.

Wskazowka: Dowdd nie wprost. Zaldz, Ze mozna ustawic w pary zbior A i jego podzbiory, tak Ze wszystkie
podzbiory sq w jakiejs parze. UZyj teraz argumentu przekgtniowego konstruujgc na z{o$é ,zty” podzbior.
Uzaleznij mianowicie to, czy a € A nalezy do ,zlego” podzbioru od tego, czy mie nalezy do zbioru stojgcego
w parze z elementem a. OkaZe sie, co jest sprzeczne z naszym poczgtkowym zalozZeniem, Ze ,zty” podzbidr
nie stot w zZadnej parze.

Uzyte materialy do konstrukcji niektérych z powyzszych zadan:

,Co to jest matematyka?” R. Courant, H. Robbins
»Zadan 100” H. Steinhaus
»Wstep do matematyki — zbiér zadan” W. Guzicki, P. Zakrzewski

»,Rachunek rézniczkowy i catkowy” G. Fichtenholz



