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Zadania zaczerpnieto z:
e Wstep do teorii mnogosci i topologii”, K. Kuratowski
e Zadania z Topologii I, MIM UW

e Topologia ogdélna” R. Engelking

1 Latwe

W zadaniach 1-3 sprawdz, ze podane wzory zadaja dobrze zdefiniowane metryki na ptaszczyznie.
Wskazowka: Przypominamy, Ze aby metryka byla poprawnie okreslona, musi spetniac trzy warunki: po
pierwsze, zerowa odleglo$é oznacza, Ze jestesmy w tym samym punkcie (d(A, B) = 0 wtedy i tylko wte-
dy, gdy A = B); po drugie, jest symetryczna (d(A, B) = d(B, A)); po trzecie, spelnia nierénosé tréjkata
(czyli dla kazdych trzech punktéow A, B,C zachodzi d(A,C) < d(A,B)+d(B,C)). W zadaniach chodzi
wiec o sprawdzenie tych trzech warunkdéw.

1. Czy metryka maksimum: d((z1,y1), (2,y2)) = max(|xe — z1],|y2 — y1]) jest faktycznie me-
tryka?
0 dla (z1,91) = (22, 2)

jest fak-
1 Wpp.

2. Czy metryka dyskretna: d((z1,v1), (22,y2)) = {
tycznie metryka?

lya — 22| dla z; = 29

jest faktycznie
yil + w2 — 21|+ |yo|  wpp.

3. Czy metryka rzeki: d((z1,91), (z2,92)) = {
metryka?

4. Koltem o promieniu r o érodku w punkcie (z,y) w metryce d nazywamy zbiér punktéw
odleglych w tej metryce od punktu (x,y) o co najwyzej r. Narysuj na plaszczyznie kota
O promieniu }l i o promieniu 4 w nastepujacych metrykach:
e cuklidesowej,
e miejskiej,

e maksimum.
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6.
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11.

12.

13.
14.

Narysuj kota z poprzedniego zadania w metrykach:

e dyskretnej,

o rzeki.
Supremum .,z czegos” to najmniejsza liczba rzeczywista wicksza lub réwna wszystkim
liczbom ,czegos$”. Srednicg zbioru A w danej metryce d nazywamy supremum z wartosci
odlegtosci pomiedzy dwoma dowolnymi punktami zbioru A (i oznaczamy d(A)). Jaka jest
srednica, w zwyklej metryce euklidesowej na ptaszczyznie:

e kota o promieniu 17

e kwadratu o boku 17

e okregu o promieniu 17

e odcinka [0,1]?

e odcinka (0,1)?

e zbioru {(z,y) : (x =0A0<y<l)vil<z<lay=1)vz=1Al<y<?2)

V(l<z<2ay=2)}7
e pierwszej ¢wiartki {(z,y): x>0,y >0}7
e osi (0OX)?

Czy mozna uprosci¢ definicje srednicy, podang w poprzednim zadaniu, w nastepujacy
sposob: ,Srednica to najwieksza mozliwa odleglto$é pomiedzy dwoma punktami zbioru”?
Kiedy taka definicja bytaby poprawna?

Wskazowka: Rozwaz przypadki z poprzedniego zadania.

. Wezmy zbiér, ktéry jest prostokatem o wierzchotkach w punktach (0,0), (3,0), (3,4),

(0,4) — (oczywiscie w zwyklym kartezjanskim ukladzie wspéhrzednych). Jaka jest sred-
nica tego zbioru w metryce:

e cuklidesowej?
e miejskiej?
Zmajdz srednice tego samego zbioru w metrykach:

e maksimum,
e dyskretnej,

e rzeki.
Podaj wnetrza i domkniecia na ptaszczyznie zbioréw z poprzednich zadan.

Sprawdz, ze zbidr (0,1) \ {3} jest zbiorem otwartym.
Wskazowka: Trzeba sprawdzic, ze jest on sumg otwartych odcinkow.

Sprawdz, ze zbiér {1} jest zbiorem domknietym (na prostej).
Wskazowka: Trzeba sprawdzié, ze R~ {1} jest sumq otwartych odcinkdw.

Podaj przyktad zbioru A ¢ R, ktéry nie jest ani otwarty ani domkniety. Uzasadnij!

Podaj przyktad zbioru A c R, ktéry jest jednoczesnie otwarty i domkniety. Uzasadnij!



15.

16.

Oblicz int@Q.
Wskazowka: Zauwaz, ze w kaidym niepustym otwartym odcinku jest jakas liczba niewymierna.
Czy zatem jakis niepusty zbior otwarty moze ,zmiescié sie” w Q?

Oblicz cl(R~ Q).

Troche mniej tatwe niz tatwe

. PoznaliSmy w zadaniach tatwych metryki: euklidesowa, miejska, maksimum, dyskretng i

rzeki. Zaproponuj swoja, inna, ciekawg metryke na ptaszczyznie. Sprawdz, czy na pewno
jest to metryka. Narysuj w niej powyzej wymienione kota i policz srednice wyzej zdefinio-
wanego prostokata (patrz zadania tatwe).

Oblicz cl{1,%,% ...}

19213
Sprawdz, ze zbiér N jest domkniety.
Sprawdz, ze zbior Cantora jest domkniety.

Wskazowka: Zatozimy, Ze jakis zbior otwarty zawiera punkt 0. Czy moze do niego nie nalezeé
zadna liczba postaci %?

. Czy prosta jest zbiorem otwartym? domknietym? Rozwaz dwa przypadki:

e jesli rozmawiamy o topologii na prostej,
e w topologii na pltaszczyznie.

Sprawdz, czy dla kazdych dwoch zbioréw zachodza nastepujace fakty. Jesli tak, udowodnij,
jesli nie, podaj kontrprzyktad.

e jesli Ac B, to clAcclB.
Wskazowka: Z definicji domkniecie zbioru A to najmniejszy zbior domkniety, ktéry zawiera
A. Skorzystaé z tej definicji zauvwazajgc, Ze A< B ¢ clB.

e clAnclB=cl(AnB).
Wskazowka: Nie. Zbior po prawej moze okazaé sie zdecydowanie mniejszy. Znajdz przyklad
dwdoch roztgeznych zbiorow, ktorych domkniecia nie sq roztgczne.

Sprawdz, czy dla kazdych dwéch zbioréw zachodza nastepujace fakty. Jesli tak, udowodnij,
jesli nie, podaj kontrprzyktad.

e clAuclB=cl(AuB).
Wskazowka: To prawda. Zauwaz, ze clA € cl(Au B) i symetrycznie clB ¢ cl(Au B).

Zauwwaz takze, Ze poniewaz suma dwoch zbiorow domknietych jest domknieta, to clAuclB 2
cl(AuB).

e clANclB=cl(ANB).

Sprawdz, czy dla kazdych dwéch zbioréw zachodza nastepujace fakty. Jesli tak, udowodnij,
jesli nie, podaj kontrprzyktad.

e jesli Ac B, to intA cintB.
e jedli G jest zbiorem otwartym, to clG = cl(int(clG)).
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. Udowodnij, ze jesli A< B, to d(A) < d(B) (definicja srednicy zbioru jest wyzej).

Czy dla kazdych dwoch zbioréow d(Au B) < d(A) +d(B)? OdpowiedZ uzasadnij.
Wskazowka: Co jesli A i B sq ,daleko” od siebie?

Wykaz, ze zbior liczb niewymiernych nie jest sumg przeliczalnie wielu zbioréw domknie-
tych.
Wskazéwka: Skorzystaj z Tw. Baire’a.

Niech A ¢ R bedzie zbiorem przeliczalnym. Udowodnié, ze istnieje punkt r € R, taki ze
dla kazdego a € A, |r—a| ¢ Q.

Wskazowka: Zauwaz, ze zbidr punktow r € R takich, ze dla kazdego a € A mamy |r —a| ¢ Q, jest
zbtorem waqtlym.

Zbior U taki, ze U = int(clU) nazywamy regularnie otwartym. Wykaz, ze iloczyn dwoch
zbioréw regularnie otwartych jest regularnie otwarty. Sprawdz, ze nie musi by¢ to prawda
w przypadku sumy.

Niech U i V' beda regularnie otwarte (patrz poprzednie zadanie). Wykaz, ze U € V' wtedy
i tylko wtedy, gdy clU c clV.

Trudniejsze

. Udowodnij, ze przy pomocy operacji intA i clA mozemy wygenerowa¢ maksymalnie siedem

roznych zbioréw.
Wskazowka: Udowodnij najpierw, ze: cl(R~ (cl(R~ (cl(R~ (clA)))))) = cl(R~ (clA)).

. Niech K ¢ R bedzie podzbiorem domknietym o pustym wnetrzu. Udowodnij, Ze istnieje a €

R, takie ze przesuniecie zbioru K w prawo o a jest zawarte w zbiorze liczb niewymiernych.
Wskazowka: Suma przesuniec zbioru K o dowolne liczby wymierne jest zbiorem wgtlym.



