Zadania
cz. 1. Jak zmierzy¢?

Projekt ,Matematyka dla ciekawych Swiata”
spisat: Michal Korch

3 marca 2016

Do tego rozdziatu bardzo trudno znalez¢ zadania w literaturze. We wszelkich podrecznikach
akademickich zadania majg duzo bardziej abstrakcyjny charakter niz zadania tu potrzebne.
Dlatego wiekszos¢ zadan jest wymyslona, a nie wzieta z jakiegos zrédla. Nieliczne zadania
zaczerpnieto z:

e Prawdopodobienstwo i miara”, P. Billingsley
e _Measure Thoery”, V. Bogachev

e Teoria miary i catki Lebesgue’a - Zbioér zadan z rozwigzaniami”, T. Schreiber, J. Kartowska-
Pik, K. Bartkiewicz i K. Janczak

1 Latwe

1. Policz nastepujace nieskonczone sumy:
1,1, 1
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2. Policz nastepujace nieskonczone sumy:
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3. Sprébujmy zsumowaé szereg

o 1+ +...
+...
1-1+1-1+...

Mamy (1-1)+(1-1)+...=0, jednoczesnie 1 + (-1 +1) + (-1 +1) +... = 1. Ze wzoru na
sume szeregu geometrycznego mamy: S = % Ktéry wynik jest prawdziwy? Jakie wnioski
mozesz wyciggnaé z tego zadania?



4. Jakie jest infimum nastepujacych zbior6w. Ktéry z nich ma minimum (najmniejszy ele-
ment)?

{Ly 55
(0,1),

[0,1],

o R,

o {-1,-4,-9,...},

e dhugosci odcinkéw [1- 1,5+ 1],

e DOl prostokatéw o bokach dtugoscei 1, %,

e DOl prostokatéw o bokach dhugosci n, %,

e pol prostokatéw o bokach dlugosci n, 2,

e pol prostokatéw o bokach dtugodci 27, L

o wyrazéw ciagu a, = (v/2)",

e wyrazéw ciagu a,, = (\/75)”

5. Dyzio zaczal chodzi¢ na zajecia dla Ciekawych Swiata. Po pierwszym trzech zajeciach
doszedt do wniosku, ze pola wszystkich tréjkatéw sa rowne 0. Kazdy z nich jest bowiem
zbudowany z tej samej ilosci odcinkéw o takim samym polu. Réwnym oczywiscie 0. Okresl
dwa bledy, ktére popetnit Dyzio.

6. Przypomnij, dlaczego zbiory: liczb naturalnych i liczb wymiernych maja miare 0.
7. Oblicz miare zbioru wszystkich liczb niewymiernych.

8. Oblicz miare zbioru [1,15]U[2,25] U [3,35%]u[4,45:]U....

Wskazowka: Zsumuj odpowiedni szereg.

Troszeczke mniej tatwe niz tatwe

1. Oblicz miare zbioru wszystkich liczb bedacych pierwiastkiem jakiego$ réwnania kwadra-
towego o wymiernych wspotczynnikach.
Wskazowka: Jak bardzo nieskoriczenie wiele elementéow ma ten zbior?

2. Oblicz miare zbioru skonstruowanego tak, jak zbior Cantora, ale z wycinaniem srodkowej
}l odcinkow, zamiast srodkowej %
Wskazéwka: Postepuj podobnie jak w przypadku zbioru Cantora, czyli policz miary kolejnych
coraz doktadnieszych pokryc.

3. Niech A;, A,, ... beda zbiorami miary zero (niekoniecznie roztacznymi). Udowodnij, korzy-
stajac z jednego z naszych postulatéw dotyczacych miary, ze ich suma teoriomnogosciowa
Unso A, tez jest miary zero.

4. Niech x bedzie liczba rzeczywista. Wykaz (korzystajac tylko z definicji miary Lebesgue’a),
ze m({x}) = 0.

5. Niech A, B ¢ [0, 1] beda zbiorami mierzalnymi. Udowodnij, ze jesli m(A) + m(B) > 1, to
AnB=#g.
Wskazowka: Na przyktad dowdd nie wprost.



Jeszcze troche mniej tatwe

. Oblicz miare zbioru [2,23] U[3,33]u[4,43]u[5,5L]. ...

Wskazowka: Oczywidcie trzeba sprobowac zsumowac odpowiedni szereg. Nie jest to niestety szereq
geometryczny, wiec zadanie jest utrudnione. Aby sprébowad go policzyé zblokuj kolejne wyrazy:
pierwszy sam, drugi z trzecim, czwarty do siddmego, itd. Porownaj kazdy blok z liczbg %

. Oblicz miare zbioru Smitha-Volterra-Cantora, ktéry konstruowany jest nastepujaco: z od-
nicinka [0, 1] usuwamy srodkowy odcinek o dtugosci 411' 7 powstatych 2 odcinkow usuwamy
ich $rodkowe fragmenty o dtugosci %, itd., czyli w kroku, w ktérym mamy 2" odcinkéw
usuwamy z kazdego z nich srodkowy fragment o dtugosci 22%

. Niech Ay, As, ... beda zbiorami miary zero (niekoniecznie roztacznymi). Udowodnij, nie-

korzystajac z naszego postulatu, a tylko z defnicji miary Lebesgue’a, ze ich suma teoriom-

nogosciowa U,sq A, tez jest miary zero.

Wskazowka: Skonstruuj pokrycie calej sumy, biorge coraz mniejsze pokrycia poszczegolnych zbio-

réow. Np. jesli wezme pokrycie A1 dlugosci %, Ay dlugosci 1—11 itd. suma tych pokryc¢ pokryje sume

wszystkich zbioréw ¢ bedzie miala dlugosé nie wiekszqg niZ 1. Postepuj podobnie by pokryé sume
1

pokryciem nie dluiszym niz %, potem 7, itd. Infimum tych dlugosci to 0.

. Oblicz pole trojkata Sierpinskiego. Tréjkat Sierpinskiego otrzymuje sie nastepujaco: w
trojkacie rownobocznym taczy sie srodki bokow, dzielac go w ten sposéb na cztery mniej-
sze trojkaty. Trojkat srodkowy usuwa sie, a wobec trzech pozostatych tréjkatow operacje
siec powtarza, dzielac kazdy z nich na cztery mniejsze trojkaty, usuwajac srodkowy, a
wobec pozostatych czynnosci sie powtarzaja. Punkty pozostajace po nieskonczenie wielu
powtorzeniach tej operacji tworza trojkat Sierpinskiego.

Wskazowka: Jest intuicyjne © daje dobry wynik pokrywanie tego zbioru trojkgtami, a nie prosto-
kgtami. Niestety, rozumujgc tak, nie korzystamy z definicji, a z faktu, ktory nie zostal zaprezen-
towany. Takie rozwigzanie jest wiec dobre, ale nie idealne w naszym stanie wiedzy. Aby omingc
te trudnosé (i sporzadzié bardzo dobre rozwigzanie), warto zauwazyé, Ze trojgt sierpiniskiego nie
zmient pola, jesli bedzie trojkgtem prostokgtnym o odpowiednich bokach. I rozwazyé réwnoczescie
dwa takie trojkqgty.

. Niech A bedzie mierzalnym pozdbiorem odcinka [0, 1], takim, ze m(A) > 0 oraz a pewna
liczba rzeczywista, taka ze 0 < a < 1. Udowodnij, ze istnieje przedzial I, taki ze m(AnI) >
a-m(I).

. Udowodnij, korzystajac z odpowieniego naszego postulatu dotyczacego miary, ze jesli A, B
sa zbiorami mierzalnymi, to m(A) + m(B) = m(Au B) + m(An B).

. Niech A bedzie zbiorem mierzalnym oraz B bedzie zbiorem miary zero. Udowodnij, ze
m(AN B)=m(AuB)=m(A).

. Skonstruuj taki zbiér A c [0, 1], aby ten zbior byt ,dziurawy”, tzn. w kazdy przedziale
(p,q) dla 0 < p<q<1istnieje x € (p,q) N A oraz m(A) = %

. Wiedzac, ze:
1 1 1
+ +...+ n — 0o In2
n+l n+2 n+n —

oblicz pole obszaru ograniczonego prostymi y =0,z =0,x = 1 oraz krzywa y = ﬁ

Wskazowka: Postepuj podobnie jak w przypadku pola pod parabolg.



Trudniejsze

. Jaka jest moc zbioru wszystkich podzbioréw prostej o mierze 07
Wskazowka: Bardzo duzo. Zauwaz, Ze dowolny podzbior zbioru Cantora, ktéry ma miare 0, jak
wiemy, ma wobec tego miare 0

. Czy istnieje taki podzbiér A prostej rzeczywistej, taki ze m(A) = % oraz Q c A?
Wskazowka: Ustaw liczby wymierne w cigg (mozna, bo sq przeliczalne) a nastepnie weZ wokdl
kolejnych liczb coraz mniejsze odcinks.

. Niech A bedzie zbiorem lezgcym na prostej, takim ze m(A) > 0. Udowodnij, ze istnieje
taka liczba € > 0, ze dla kazdego r € (-¢,¢) istnieja punkty =,y € A, takie ze x —y =r.



