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Uwaga: zadania z ! to takie, do ktérych chcielibyémy nawiazaé¢ w pdzniejszych wykladach!
Zadania inspirowane zadaniami z:

oo w

»Wstep do matematyki — zbiér zadan”, W. Guzicki, P. Zakrzewski
materialy przygotowane do ¢wiczen ze Wstepu do matematyki na MIMUW, Michal Korch
»Elementy logiki i teorii mnogosci w zadaniach”, W. Marek, J. Onyszkiewicz

Zadania z podstaw matematyki dla 1 roku informatyki, MIMUW.

Latwe

. Udowodnij, ze zbiory X i Y sa réwnoliczne, ustawiajac elementy pierwszego z nich w pary z elementami

drugiego, tak by wykorzystac wszystkie.
(a) X=N={0,1,2,3,...},Y =N~ {0} ={1,2,3,4,...}.

(0,0)
(1) X —kolo o promieniu 3 i srodku w punkeie (-1,1), Y — koto o promieniu 1 i §rodku w punkcie (1,-1)
(m) X = (—7T,7T),Y =R
(n) X = R* = (0,+00), Y =R.

Udowodnij, ze dwa dowolne okregi sa réwnoliczne.

Udowodnij, ze jesli dla pewnych zbioréw A, B,C, D zachodzi |A| < |C| oraz |B| < |D|, to |Au B| < |Cu D|.

. Czy prawda jest, ze zawsze jesli |A| = |B|, to |A~ B| =|B \ A|? OdpowiedZ uzasadnij.
. Czy prawda jest, ze zawsze jesli |A \ B| =|B \ 4|, to |4]| = |B|? Odpowiedz uzasadnij.

. Rozstrzygnij, czy zbiory sa przeliczalne, czy tez sa mocy continuum:

(a) zbidr wszystkich punktéw plaszczyzny o obu wspdlrzednych catkowitych,

(b) zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny o dokladnie jednej wspélrzednej wymiernej,



zbidr wszystkich przedzialéw otwartych na prostej o obu koncach wymiernych,

dowolny podzbiér ptaszczyzny zawierajacy koto o dodatnim promieniu.

)

)

) dowolny okrag (o dodatnim promieniu).

) zbiér wszystkich prostych na plaszczyznie.

) zbiér wszystkich punktéw na powierzchni sfery o promieniu 1.

2 Troche mniej latwe niz latwe

1. Udowodnij, ze zbiory X i Y sg réwnoliczne, ustawiajac elementy pierwszego z nich w pary z elementami
drugiego, tak by wykorzystac wszystkie.
(a) X =(0,1] (przedzial z lewej otwarty, z prawej domkniety), Y = (0,1).
(b) X =(0,1),Y =(0,1]u{2,3}.
(¢) X =(1,2),Y =(0,1)u(2,3).
(d) X =(0,1)uN,Y = (0,1).
(e) X —kolo o promieniu 1 i srodku w punkeie (0,0), Y = X ~ {(0,0)} (to samo kolo, ale bez punktu po
srodku).

(f) X — kolo o promieniu 2 i $rodku w punkcie (0,0), Y to samo kolo ale bez brzegu (bez okregu o
promieniu 2 i §rodku w (0,0).
2. Udowodnij, ze jesli dla pewnych zbioréw A, B zachodzi |A| < |B|, to |[P(A)| < |P(B).

3. Udowodnij, stosujac metode przekatniowa, ze nastepujace zbiory nie sa przeliczalne:

(a) P(N).
(b) zbiér wszystkich nieskonczonych ciagdéw zero-jedynkowych.
4. Rozstrzygnij, czy zbiory sa przeliczalne, czy tez sa mocy continuum:
(a) Zbiér wszystkich skoniczonych podzbioréw liczb naturalnych.
Wskazowka: Suma przeliczalnej liczby zbiorow przeliczalnych jest przeliczalna.
(b) Zbiér wszystkich podzbioréw liczb naturalnych, ktérych dopelnienie jest skonczone.

(¢) Zbidér wszystkich nieskoficzonych podzbioréw liczb naturalnych.
Wskazéwka: Dowdd nie wprost.

(d) Zbiér wszystkich nieskoniczonych podzbioréw liczb naturalnych, ktérych dopelnienie jest nieskoriczo-
ne.
(e) Zbiér wszystkich ciagéw-zerojedynkowych, ktére od pewnego miejsca maja juz tylko zera.

(f) Zbiér wszystkich okresowych ciagéw liczb wymiernych.
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(g) Zbiér wszystkich ciggéw liczb naturalnych, ktére spelniaja warunek a, 41 — a, <

5. I Udowodnij, ze istnieje liczba rzeczywista niebedaca pierwiastkiem zadnego réwnania kwadratowego o
wymiernych wspoétczynnikach.
Wskazowka: Udowodnij, ze liczb bedacych takimi pierwiastkami jest przeliczalnie wiele.

6. Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. WybraliSmy z niego pewna kolekcje jego podzbioréw, ale tak, ze
zadne dwa wybrane podzbiory si¢ nie przecinaja. Udowodnij, ze wybraliémy co najwyzej przeliczalnie
wiele podzbioréw.

7. Znajdz funkcje rzeczywista, taka, ze kazda wartosé¢ rzeczywista jest przyjmowana przez przeliczalnie wiele
argumentéw.

8. Dowiesé, ze zbiér funkcji rzeczywistych przyjmujacych wartosci 0 lub 1 jest réwnoliczny ze zbiorem wszyst-
kich podzbioréw liczb rzeczywistych.
Wskazowka: Jak zakodowal ciggami zer i jedynek przynaleinosé kolejnych liczb do danego podzbioru zbioru liczb
naturalnych?



10.

11.

12.

. Czy istnieje zbiér A, taki ze |P(A)| = |N|? OdpowiedZ uzasadnij.

Wskazowka: Rozpatrz mozliwe przypadki.

! Udowodnij, ze na plaszczyznie istnieje okrag, ktéry nie przechodzi przez zaden punkt o obu wspélrzednych
wymiernych.
Wskazowka: Okrgg jest wyznaczony przez Srodek i punkt, przez ktéry przechodzi.

Czy zbiér wszystkich podzbioréw liczb rzeczywistych, do ktorych nalezy co najwyzej skoniczenie wiele liczb
niewymiernych jest réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych?

Zaproponuj podzial zbioru liczb naturalnych na nieskoniczenie wiele nieskoficzonych i parami roztacznych
podzbioréw.

Trudniejsze

. Udowodnij Tw. Cantora, czyli ze zaden zbiér A nie jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich swoich pod-

zbioréw.

Wskazéwka: Dowdd nie wprost. Zaléz, ze mozna ustawic w pary zbiér A i jego podzbiory, tak Ze wszystkie podzbiory
sq w jakiejs parze. Uzyj teraz argumentu przekgtniowego konstruujgc ,zty” podzbior. Uzaleinij mianowicie to, czy
a € A nalezy do ,zlego” podzbioru od tego, czy mie nalezy do zbioru stojacego w parze z elementem a. Okaze sie, co
jest sprzeczne z naszym poczgtkowym zalozeniem, Ze ,zly” podzbior nie stoi w Zadnej parze.

. Udowodnij, ze nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw.

Wskazowka: Dowdd nie wprost. Rozwaz zbiér wszystkich elementéw tego zbioru, ktére mie sq swoim elementem.

. Podzbiér X zbioru liczb wymiernych nazwiemy wypuklym, jesli dla kazdych p,q € X, p < ¢ kazda liczba

wymierna 7, taka ze p < r < g tez nalezy do X. Ile jest podzbioréw wypuktych liczb wymiernych?

. Niech dla kazdego i € N, (a;(n):n € N) bedzie ciggiem liczb naturalnych. Czyli mamy ciag ciagéw liczb

naturalnych. Udowodnij stosujac metode przekatniowa, ze istnieje ciag liczb naturalnych g, ktéry z kazdym
ciagiem a; pokrywa si¢ na nieskoniczenie wielu pozycjach.
Wskazowka: Skorzystaj z podziatu skonstruowanego w zad. 12 z serii ,troche mniej tatwe niz tatwe”.

. Zalézmy, ze wybraliSmy pewna kolekcje otwartych przedzialéw na prostej rzeczywistej, ale tak, ze zadne

dwa wybrane przedzialy sie nie przecinaja. Udowodnij, ze wybraliémy co najwyzej przeliczalnie wiele
przedziatéw.
Wskazowka: Q.

. Niech X ¢ R. Powiemy, ze punkt x € X jest punktem izolowanym, jesli istnieje przedzial otwarty (a,b)

taki, ze a < x < b oraz (a,b)nX = {x}. Udowodnij, ze zbiér punktéw izolowanych zbioru X jest co najwyzej
przeliczalny.

Wskazéwka: Kazdemu punktowi izolowanemu x przyporzadkug taki przedzial (p, q) o koricach wymiernych, Ze (p,q)n
X = {z}. Zauwaz, ze wlasnie ustawiliSmy w pary nasze wszystkiw punkty izolowane z przedziatami o koticach
wymiernych (niekoniecznie wszystkimsi) 1 skorzystaj z zadania 6¢ w serii zadan tatwych.



