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0 KONSTRUKCJACH GEOMETRYCZNYCH

1. Starozytni matematycy
postugiwali sie konstrukcjami
geometrycznymi.

2. Wykonanie konstrukcji polega
na narysowaniu figury
geometrycznej spehiajqgcej
podane warunki, przy
pomocy okreslonych
przyrzqdow konstrukcyjnych.

3. Starozytne narzedzia:
trzymajqc liny w rekach dwie
osoby mogq

= zakredli¢ okrqg i

" wyznaczy¢ odcinek
(w teorii: linie proste).
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4. Bez konstrukdji
geometrycznych nie bytoby
wielu stynnych budowli
starozytnosci.
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KLASYCZNE KONSTRUKCJE

Najstarszymi konstrukcjami
geometrycznymi sq konstrukcje za
pomocq cyrkla i linijki, zw. réwniez
konstrukcjami klasycznymi (lub
platonskimi).

Takie konstrukcje umozliwiajq

1.

poprowadzenie prostej przez
dane dwa punkty,

konstrukcje okregu o danym
$rodku i danym promieniv,

znalezienie punktéw przeciecia
wykreslonych prostych i okregéw

wybér dowolnego punktu na
skonstruowanej linii (prostej lub
okregu).
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KONSTRUKCJE PODSTAWOWE

Konstrukcjami klasycznymi sq np.

1. Konstrukcja symetralnej odcinka
2. Konstrukcja dwusiecznej kqta
3. Konstrukcja prostej prostopadtej do

danej przechodzqcej przez dany punkt.

4. Konstrukcja prostej réownolegtej do danej
przechodzqcej przez dany punkt.

Poglgd szkoty filozoficznej
Platona gtosi, ze

prosta i okrqg to najdoskonalsze
figury!

Wobec tego wszystko, co najwazniejsze
w matematyce powinno sie dac¢ wyrazié
przy pomocy tych figur, a wiec

w konsekwencji przy uzyciu cyrkla i
linijki.

Konstrukcje geometryczne (zwane
niekiedy platonskimi) wystepujq juz
w Elementach Euklidesa.

Aby rozwiqzaé zadanie, np.
arytmetyczne, budowano odpowiedni
model geometryczny.



KONSTRUKCJE PODSTAWOWE - PRZYKLADY

1. Z koncéw danego odcinka zakreslamy dwa

tuki o takich samych promieniach tak, by sie
przeciety w dwéch punktach.

. Te dwa punkty wyznaczajq symetralng
odcinka.

symetralna

1. Z wierzchotka danego kqta zakreslamy tuk

tak, by przecigt ramiona kqgta.

. Z punktéw przeciecia tuku z ramionami

zakreslamy dwa tuki o jednakowych
promieniach tak, by sie przeciety w jednym
punkcie.

. Prowadzimy prostq przez uzyskany przed
chwilg punkt i wierzchotek kqgta. Ta prosta to
dwusieczna.




WYKONALNOSC KONSTRUKCJI

1. Konstrukcje niewykonalne: Nie
wszystkie zadania konstrukcyjne daijq
sie wykonaé metodq cyrkla i linijki, np.

O Podwojenie szescianu
o Trysekeija kqta 3. Analogiczna do metody cyrkla i linijki
o Kwadratura kota na ptaszczyznie metoda konstrukcji

: eometrycznych w przestrzeni pozwala:
o Wyprostowanie okregu g yezny ) o)

— O poprowadzié ptaszczyzne przez trzy dane

7L Jr g: niewspodtliniowe punkty,

o skonstruowaé sfere o danym srodku i o
danym promieniu,

N O znalez¢ linie przeciecia dwéch
skonstruowanych powierzchni (ptaszczyzn i

2
+

\ / sfer),
""'-.._______________..-"'"

O wybraé dowolny punkt na skonstruowanej
2. Niektére zadania konstrukcyjne mozna powierzchni,

wykonac przy jeszcze wigkszym O poprowadzi¢ prostq przez dane dwa
ogrl(o;nlgzl.eQ!lL:.?rodkow hiz w metodzie punkty oraz wykona¢ dowolng konstrukcje
cyrkia 1 liniki: geometryczng metodq cyrkla i linijki na
utworzonej powierzchni.

o Konstrukcje Mohra-Mascheroniego.

o0 Konstrukcje Ponceleta - Steinera



TWIERDZENIE MOHRA-MASCHERONIEGO

Jezeli dana konstrukcja geometryczna jest wykonalna za pomocq
cyrkla i linijki, to jest wykonalna za pomocq samego cyrkla, pod
warunkiem, Ze ograniczymy sie do wyznaczania punktow

konstrukcji, a pominiemy rysowanie linii.

Wynik ten zostat opublikowany w roku 1672 przez Georga Mohra, byt jednak

nieznany az do roku 1928.

Niezaleznie od Mohra twierdzenie zostato odkryte przez Lorenzo

Mascheroniego w roku 1797.



DOWOD TWIERDZENIA

Idea dowodu:

Kazda konstrukcja jest sekwencjq krokéw, w
ktérych wykonywane sq nastepujqgce

czynnosci:

1. poprowadzenie prostej przez dane dwa punkty;

2. konstrukcja okregu o danym Srodku i danym
promieniu

3. wyznaczanie punktu przeciecia dwoch
prostych;

4. wyznaczanie punktow przecigcia dwoch
okregow;

5. wyznaczanie punktow przeciecia prostej z
okregiem;

6. wybor dowolnego punktu na skonstruowanej

linii (prostej lub okregu).

Wystarczy pokazaé, ze nastepujgce
konstrukcje sq mozliwe za pomocq jedynie
cyrkla:

(1M) Konstrukcja odbicia symetrycznego

punktu wzgledem danej prostej;

(2M) Konstrukcja odcinka k razy dtuzszego
niz dany odcinek dla dowolnej liczby

wymiernej k>0;

(3M) Konstrukcja czwartego odcinka

proporcjonalnego do trzech innych odcinkow,

(4M) Konstrukcja srodka tuku znajqgc Srodek
okregu.

Konstrukcje (1M), (2M), (4M) sq zadaniami
podczas ¢wiczen.



KONSTRUKCJA (M3)

Dane sq 3 odcinki o dtugosciach a, b, c,

skonstruuj odcinek o dtugosci x takiej, ze x/c = a/b

1. Wybierz dowolny punkt O
2. Narysuj 2 okregi (O,a) 1 (O,b)
3. Wybierz A na (O,a) 1 B na (O,b)

4. Okrgg (B,c) przecina (O,b) w
punkcie C

5. Okrgg (Cu), gdzieu = | AB |
przecina (O,a) w D
(uwaga na kierunek)

6. AD jest szukanym odcinkiem!




DOWOD POPRAWNOSCI

) Tréjkgty OAB i ODC sq przystajgce
(bbb)
1=>A0B = D0OC => AOD = BOC

1 OAD i OBC sq tréjkgtami
rownoramiennymi i majq takie same
kgty przy wierzchotku, wiec majq
odpowiednie kqty réwne.

) Zatem tréjkqty OAD i OBC sq
podobne.

) Stqd wynika, ze

|AD| _ |BC]| a-c

= = |AD| = —
04] = JoB|] ~ 14P1=

) Czyli AD jest szukanym odcinkiem.




|KD|=k-1

= Zatézmy, ze

D

= bok pieciokgta wynosi 1

IDC|=|CK|=1

= dlugosc przekqgtnej wynosi k

" Wéwczas, z rachunku kgtéw wynika, ze
trojkgty o bokach (k,k,1)i(1,1,k-1) sq
podobne.

= Zatem
k__1L >k?—k—1=
1 k-1 B
V5 +1
= =



ZLOTY PODZIAL - ZLOTA PROPORCJA - LICZBA ¢

Podziat odcinka na dwa odcinki a i
b nazywamy zlotym podziatem, jesli
a b
< <
AN ~ J
a+b
a
a +

<

b _
a a+b

wartosé tych stosunkéw nazywamy
tez zlotq proporcjq i oznaczamy
symbolem .

Mozemy obliczyé wartosé ¢:

a a+b
b a
a’ =ab + b*

a’—ab—b*=0
b +v/b? + 4b2
a:
2
a 1-|—1f§
b 2

Odwrotnie:

o Jesli w tréjkgcie réwnoramiennym,
stosunek ramion do podstawy
wynosi @, to kqgty tego tréjkgta
wynoszq 36,72 172

o Jesli w tréjkgcie réwnoramiennym,
stosunek podstawy do ramion
wynosi @, to kqgty tego tréjkgta
wynoszq 108, 36 i 36




KONSTRUKCJA PIECIOKATA FOREMNEGO

Wystarczy pasek papieru? Cyrklem i linijkq?

£y
B
c c
0
&
a h \
b




PIECIOKAT FOREMNY CYRKLEM
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Wybierzemy 2 punkty A i B;

C, = A(B),

C, = B(A)

C, przecina C; w punktach Ci D;

C; = C(D);

C, przecina C,; i C, w punktach Ei F,
C, = AlF),

C; = B(E)

Cs przecina C,w G i H;

. Gy = G(C)

. C¢ przecina C; w punktach | i J;
. G, = H(C)

. C, przecina C; w punktach K'i L.

. Woéwczas DIKLJ jest pieciokgtem

foremnym.




DOWOD KONSTRUKCJI

. Punkty C, D, G, H sq wspotliniowe oraz D

dzieli CG, i C dzieli DH, w zlotej skali.

. Stad wynika, ze w trojkgcie GCI,

GU/IC = GC/DC = .
Czyli katy przy podstawach: «DCI = 72°1
«DCJ = 72°.

. Analogicznie w trojkgcie HCK,

KC/CH = DC/CH = ¢.
Zatem «KCH = 36° 1 «ZLCH = 36°, wynika
stgd, «£KCL = 72°,

. Skoro punkt C lezy na prostej GH,

<ICK = 180°- «GCI - «KCH = 72°.
Przez symetrie mamy: £JCL = 72°,

. Pie¢ punktow D, I, K, L, | sq rownomiernie

rozmieszczone na okregu Cs.

Te punkty tworzq pieciokqt foremny.



